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UN ALGORITHME
POUR LE PROBLEME DE PARTITIONNEMENT

par M. GONDRAN (!) et J. L. LAURIERE (?)

Résumé. — On propose pour le probléeme de partitionnement un algorithme . d’énumé-
ration implicite basé sur la réduction de la fonction économique, I’utilisation d’implications
et de pénalités. Un grand choix d’heuristiques permet alors de réduire fortement I’arbo-
rescence.

1. INTRODUCTION

Le probléme de partitionnement PP

(1.1) minimiser z = ¢x
(1.2) avec Ax=e
(1.3) x;=0o0ul
ou (i) A =(a;)estune m X n matrice avec a;; =0 ou 1,

(ii) eestunm X 1.vecteur de 1,

(iii) cestun 1 X n vecteur i coefficients positifs,
étant un probléme trés contraint (4x = e), se résoud bien par énumération
implicite (cf. Pierce [6], Garfinkel et Nemhauser [2]).

Pourtant ces auteurs n’ayant pas de bonne évaluation par défaut,
développent de grandes arborescences. Pour réduire cette arborescence
Heurgon [4], Pierce et Lasky [7] utilisent la solution continue du probléme PP.

Nous présentons ici pour le probiéme PP une nouvelle méthode d’énumé-

ration implicite du type PSES (cf. Roy [8]) dont les principales caractéristiques
sont les suivantes :

(i) La fonction économique est réduite 3 partir d’une combinaison linéaire
des contraintes (cf. paragraphe 2). Cela permet de définir une évaluation par
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28 M. GONDRAN ET J. L. LAURIERE

défaut et des coits réduits pour chaque variable sans avoir & résoudre un PL.
Cette évaluation est meilleure que celle donnée par Vo-khac dans [9] et presque
aussi bonne que celle donnée par la programmation linéaire.

(i) Les implications dues aux contraintes (1.2) sont utilisées systémati-
quement (cf. paragraphe 3). Pour cela, nous devons stocker la matrice 4 en
lignes et en colonnes.

(éii) L’utilisation des coiits réduits permet la définition et l’utilisation de
pénalités d’une fagon analogue que dans Little, Murty, Sweeney et Karel [5]
pour le probléme du voyageur de commerce (cf. paragraphe 4).

(év) Les heuristiques permettant de réduire la fonction économique et de
choisir la variable a séparer se font 4 I’aide d’indicateurs calculés d’une maniére
dynamique.

(v) La méthode précédente s’adapte avec succes a la résolution d’un grand
nombre de problémes. Au paragraphe 5 nous 1’appliquerons aux problémes
d’affectation que la matrice des colits soit rectangulaire’ ou non. Au
paragraphe 6 nous I’adaptons aux problémes de partitionnement « bottleneck ».
Dans [3], nous donnons un algorithme d’énumération implicite du méme type
pour résoudre le probléme de recouvrement.

2. REDUCTION DE LA FONCTION ECONOMIQUE

Considérons la i-iéme contrainte :

Z a;;x; = 1

JEJ
et Soit Ji = {jla,}- == 1 }.
Alors si ¢;, = min ¢;, la fonction économique z peut s’écrire :
JEJ¢
— 14
z=cp+ Qe
Jj€J
[
avec ¢] = ¢; — a;;¢;, = 0.
On fait ainsi apparaitre au moins un zéro, c¢j, = 0, dans la fonction
économique. '

En faisant ainsi avec chacune des m contraintes, on fera apparaitre un
certain nombre de zéros dans la fonction économique. On obtient alors une
fonction économique de la forme :

2.1 z=120+ D, cix}

Jj€J
avec c; > 0.
Une évaluation par défaut de PP sera donc :
z (PP) = z,.
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UN ALGORITHME POUR LE PROBLEME DE PARTITIONNEMENT 29

Pratiquement, nous avons un choix sur ’ordre avec.lequel les lignes sont
utilisées. Pour cela, nous appliquerons & chaque étape les critéres heuristiques
suivants dans ’ordre aux lignes candidates :

Critére 1 min #; ou m=|J,
te1
Critére 2 min y; = card {j € Ji|c; = ¢}, },
i€l
Critére 3 max min ¢;
—i€[— €S
Critére-4 min my, ou my, = Z Qkjor
Jo€J k€I

La réduction précédente est une sous-optimisation de ce que donne la
programmation linéaire. En effet, si on cherche a réduire les cofits initiaux
par des combinaisons linéaires des contraintes :

22 cf=¢— ), ua;>0

i€l

de maniére  obtenir la meilleure évaluation possible z,, on est amené a résoudre
le programme linéaire suivant :

(2.3) max Y, u

i€l

2.4 avec z wa; < ¢

J
i€l

qui est le programme dual du probléme PP en continu. L’évaluation z,
maximale est’ donc la solution du probléme PP en continu (cf. Pierce

et -Lasky [7]).

L’intérét essentiel de la réduction précédente est de ne pas avoir a résoudre
un PL.

ExeMpLE 1 (Garfinkel et Nembhauser [1], p. 315)
min z = 3x, + 7x, + 5x3 + 8x, + 10x5 4 4xg + 6x, - 9xg

sous les contraintes (1, 2), (3, 4, 5), 5,6,7),(7,8),(2,4,6) ou(2, 4, 6) correspond
par exemple a la contrainte x, + x4 + x¢ = 1.

On choisit donc successivement les contraintes (7, 8), (1, 2), (3, 4, 5) et
(2, 4, 6). On trouve :

z=17 4+ x, 4+ 5x5 4+ x¢ 4+ 3xs.
ExempLE 2 (Vo-khac [9], p. 10)

min zZ = 30x1 + 49x2 + 51)&‘3 "l‘ 52X4 + 52x5 + 55x6 )
4+ 67x; + 67xg + 70xy + 81x;o + 81xy; + 83x,,
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30 M. GONDRAN ET J. L. LAURIERE

sous les contraintes'(l, 2, 3, 4, 8,9), (1, 2, 3,6, 7, 10), (1,4, 5,6, 8,11), (2, 5, 7,
8,9,12),(3,4,9, 10, 11, 12), (5, 6, 7, 10, 11, 12).

On choisit successivement les contraintes n°8 6,1 et 5. On trouve :

z =103 + 19x, + x4 4 3x¢ + 15x4
+ 37xg + 19x9 + 29x1o + 8x;; 4 10x4,.

ExempLE 3 (Vo-khac [9], p. 11)
millz = xl + 2x2 + 3X3 + 4X4 + 5x5 + ore + 18x18 + 19x19 + 20x20

sous les contraintes (1, 2, 5, 7, 13), 2, 7, 14, 18), (3, 9, 10, 11),(4, 6, 8, 12),
4,9, 11, 13, 19), (5, 10, 15), (5, 16, 20), (8, 14, 15, 17).

On choisit successivement les contraintes n° 7, 8, 5, 3 et 2. On trouve :
z=22 + X1 + 6x6 + 7x7 + ZX9 + 5x10 + 4xl1 + 12x12
4 9%y3 + dxy4 + Txy5 + lxig + O%y7 4+ 16x,5 + 15x19 + 15x,,.

ExemPLE 4 (Garfinkel et Nemhauser [2], p. 851)

sous les contraintes (3, 5), (4, 5, 6), (2,4, 8,9),(3,4,8,10),(1,2,7,9, (1, 2,
4, 6, 8).
On choisit successivement les contraintes n°s 1, 2, 3 et 6. On trouve
zZ = 39 + 10x1 + 11x4 + 3x6 + 8x‘7 + 2x8 + 7x10.
Si on avait remplacé le critére 3 par min min ¢;, ’ordre du choix des
i€l jeJi

contraintes aurait été n° 1, 2, 5, 6 et 3. On aurait trouvé :

Z = 39 + IQX4 + .xG + loxs + 2X9 + 7x10.

3. IMPLICATIONS

Plagons-nous & un sommet S de ’arborescence. Soit J(S) I’ensemble des
variables libres. Ce sommet est séparé (cf. paragraphe 4) sur une variable x;,

en deux pseudo-sommets j,(x;, = 1) et j(x;, = 0) :

implication
Oy

implication
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UN ALGORITHME POUR LE PROBLEME DE PARTITIONNEMENT 31

Les implications se feront sur les pseudo-sommets j, et };
Soient I; = {ila;; = 1} et I(S) I’ensemble des contraintes non saturées.
Alors on définira pour toute contrainte i non saturée (i € I(S)) :

J(S) = J; N J(S).

Implications sur j,

) x;, = 1 sature les équations d’indices ;, et implique donc x; = 0 pour
tous les j, éléments_de {J J,(S)\{ i}

i€lj,
On pose alors J(S;) = JSN\ U Ji(S) et 1(Sy) = ISH\L,.
i€ljo

B) Si I(S;) = &, le sommet S; a une seule solution réalisable (que nous
avons obtenue). Ce sommet est donc terminal. FIN des implications.

Sinon, considérons pour i € I(S;) les nombres n,(S;) = IJi(Sl)l.

Si n,(S;) = 2 pour tout i € I(S,), FIN des implications.

S’il existe un n,(Sy) = 0, le sommet S; n’admet pas de solution réalisable.
Ce sommet est donc terminal. FIN des implications. -

Si n(S;) = 1 pour tout i €I(Sy) et n;(Sy) =1, alors J,(Sy) = {ko }
implique x;, = 1. Alors GOTO « avec j, = k.

Implications sur j,
x;, = 0 implique J(So) = J(S)\{jo } et I(So) = I(S).
GOTO B avec S; = S,.

Les implications précédentes étant faites, il ne reste plus qu’a réduire la
fonction économique sur le probléme ainsi réduit (cf. paragraphe 2).

Ces implications sont trés rapides car on a stocké la matrice 4 en lignes
et en colonnes.

4. PRINCIPE DE SEPARATION

En chaque sommet S, on a :

@.1) z=28)+ ). ci(S)x;

€J(S)

La séparation du sommet S se fera sur une variable dont le cofit réduit
cj(S) est nul.

Le choix se fera alors en deux étapes : choix d’une contrainte non encore
saturée, puis choix d’une variable de cofit réduit nul dans cette contrainte.

n° janvier 1974, V-1.



32 M. GONDRAN ET J. L. LAURIERE

Pour chaque contrainte non saturée i € I(S), définissons ’ensemble :
T2(S) = {j]j€ J(S), c)(8) = 0},
c’est-3-dire I’énsemble des variables libres de cofits réduits nuls correspondant
a la contrainte i. On a n{(S) = |JX(S)| > 1.

Nous choisirons la contrainte la plus contraignante vis-a-vis de 1’augmen-
tation de la fonction économique, c’est-a-dire celle qui minimise nJ(S).

Pour départager les ex-zquo, considérons pour chaque contrainte i tel
que nY(S) soit minimum, la pénalité p; définie de la maniére suivante :
“.2) pi= min_ ciS).

J€TSHINILES)

On choisit alors la contrainte qui a la pénalité maximale. Comme troisiéme
critére, on pourra prendre la contrainte qui minimise 7,(S).

La contrainte,i étant choisie, le choix de la variable 4 séparer se fait d’une
des fagons suivantes :

— Si n)(S) = 1, JXS) = {Jj, }. Le sommet S donne naissance au pseudo-
sommet jo(x;o = 1) avec pour évaluation par défaut z(S) et au pscudo-sommet
Jo(xjo = 0) avec pour évaluation par défaut z(S) + p;.

Alors si nous connaissons une  solution réalisable x* telle que
2(S) + p; > z(x*), le pseudo-sommet j, est terminal et I'implication donnant S,
est inutile.

— Si nY(S) > 2, plusieurs variables peuvent étre candidates. Une heu-
ristique simple est de choisir la variable qui sature le maximum de contrainte,
c’est-a-dire de choisir I'indice de J(S) qui maximise m; = /I/.

Une heuristique qui parait meilleure car elle préserve les choix futurs est
Ci(S)

e ¢ = U 2s)l.
m; i€l

En effet, on tient ainsi compte du nombre de variables de cofits réduits

nuls qu’on annule en fixant x;, a 1.

de choisir le minimum de

Le sommet S donne alors naissance i deux pseudo-sommets j, et j, d’éva-
luation par défaut z(S).

REMARQUE 1

On se trouve dans le cas #)(S) > 2 lorsque les cofits c; ont une petite disper-
sion; par exemple lorsque c¢; = 1V j€J. Le probléme PP est dans ce 'cas
plus difficile; I’arborescence sera donc plus importante.

REMARQUE 2

Le principe de séparation est basé sur la fonction économique réduite (4.1).
Or on peut définir plusieurs réductions lorsque 1’on change les critéres ou
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UN ALGORITHME POUR LE PROBLEME DE PARTITIONNEMENT 33

méme seulement l’ordre des critéres du paragraphe 2, (cf. par exemple
I’exemple 4 du paragraphe 2). L’utilisation de plusieurs réductions permet

alors d’obtenir de meilleures pénalités et des évaluations par défaut plus
précises.

Reprenons les exemples du paragraphe 2. On prendra les réductions
obtenues au paragraphe 2 et on ne fera pas les implications sur j,.

ExemPpLE 1

17 17 N\ 17 prmme
hmplication 25 4, 3

La solution optimale est donc :

Xy =Xy =X7=1 s z=17.
EXEmPLE 2
103
103+10
La solution optimale est donc :
X3 = x5 =1 , z = 103,
ExeMpLE 3
implication implication

22

Slsy
g
w il

implication
+réduction

22411

n° janvier 1974, V-1.
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La solution optimale est donc :

x3=x4=x5 =x14=’.—1
EXEMPLE 4

b

z = 26.
— Auvec la fonction économique réduite :

Z = 39 + loxl + IIX4, + 3x5 + 8x7 + 2xs + 7x10.

39+10

wt ~1

o} &

Impossible
— Avec la fonction économique réduite :

z =139 4 19x4 + X6 -+ 10x3 + 2x9 -+ 7x10
I’arborescence se réduit 3 :.

39/ 39

39+7

La solution optimale est donc :

x3=x5=x9=1 ’ z=42.
II semble qu’il faille toujours remplacer le critére 3 du paragraphe 2 par
min min ¢
i€l jex
5. PROBLEMES D’AFFECTATION

Le probléme d’affectation, lorsque le tableau des cofits est carré, est un
probléme de partitionnement particulier (la matrice 4 est la matrice d’incidence
aux sommets d’un graphé bipartie).
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UN ALGORITHME POUR LE PROBLEME DE PARTITIONNEMENT 35

On peut donc appliquer I’algorithme précédent sur la matrice des cofits
presque sans modification. On prendra cependant une pénalité différente,
analogue 4 celle de Little, Murty, Sweeney et Karel [5] pour le probléme du
voyageur de commerce.

EXEMPLE 5
Trouver I’affectation de cotit minimal pour la matrice des coiits suivants :

| 3] 5| 7]i0] 1,
6] = | 8 7 L

6 5 1 5 © L3

1l 4l =frfis|u

© 4 5 2110 L.

K] 1\2 K3 KZ; {

5

Pour réduire la matrice des coiits, on choisit successivement les contraintes
L,, K,, K,, Ks, Ly, Ls et K. On trouve z, = 14 et la matrice des cofits réduits :

o] 4| 6
0 0 % 1

21 0 4] =
10 0] = 9113
wl O 3] 0] 8

L’arborescence de la résolution est alors :
14 18 21 21 21 21

1449 1845 2149 2143

d’ou la solution optimale :
X11 =X33=x54=x25 = X429 N z = 21.

n° janvier 1974, V-1.



36 M. GONDRAN' ET J. L. LAURIERE

(On n’a pas représenté ici les implications qui sont implicites dans le cas
des problémes d’affectation.)

Malgré une trés mauvaise évaluation de départ (z, = 14), on trouve en
une descente la solution optimale.

Pour améliorer cette évaluation il semble que dans le cas des problémes
d’affectation, il faille prendre les critéres suivants :

critére 1 min  min g
i€l Jj€Ns
critére 2 min n;
ter
critére 3 min Y;

i€l
Dans le probléme précédent, on trouve z, = 21 en choisissant successi-
vement les contraintes K3, Ls, K,, L, L,, K, et K.

Le probléme d’affectation 2 tableau rectangulaire 7 X J(|I] < |J|) peut
s’écrire (lorsque le tableau est plein) :

5.D minimiser z = z Xy
i€l,jeJ
(5.2 avec Yx;=1
J€J
(5.3) Dx;<1
i€l
(5'4) xij = 0 ou 1.

La réduction du paragraphe 2 peut donc se faire en utilisant seulement
les équations (5.2), c’est-a-dire les lignes de la matrice des cofits. Il y a dans
ce cas aucune ambiguité.

Les implications « du paragraphe 3, se feront de la méme maniére que
pour le probléme PP.

Enfin, les pénalités se calculeront seulement sur les lignes de la matrice
des cofits.

EXEMPLE 6

Trouver I’affectation de cot minimal pour la matrice des cofits suivants :

9| 22 |58 |11 19| 27
43 1 78 | 72 | s0 ]| 63 | 48
41 | 28 | 91 | 37 | 45 | 33
74 ) 42 | 27 | 49 | 39 | 35
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La réduction donne z, = 107 et la matrice des coiits réduits :

of1339] 210} 18
o35 |29} 720 5
13] o} 63 9 | 17 5
47} 1s | ol22]12] 8

L’arborescence de la résolution est alors :

107 107 107 109
0 &) @
107+8 107+ 10745,

La solution optimale est donc :
X14 = X1 = X33 == Xy3 = 1 N z = 109,

Il semblerait que ’on obtienne trés.souvent la solution optimale d’un
probléme d’affectation en une descente. La méthode précédente permet donc,
comme toutes les PSES, d’obtenir une trés bonne solution en une descente
(cf. Vogel pour le probléme de transport).

Si la solution n’est pas optimale, on a alors le choix entre ’exploration
des sommets pendants non terminaux (s’ils sont peu nombreux) ou 1’utilisation
de I’algorithme de Ford Fulkerson en prenant cette solution comme solution.
de départ.

6. LE PROBLEME DE PARTITIONNEMENT « bottleneck »

Le probléme de partionnement « bottleneck » ou on remplace la fonction

économique z = ¢;x; par
Jj€J
6.1) Z = max ¢;X;
Jj€J
se rencontre dans de nombreuses formalisations de problémes (Edmonds et
Fulkerson [14], Garfinkel et Nemhauser [11], Roy [8] chap. 7).

n° janvier 1974, V-1.
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L’algorithme des paragraphes 2, 3 et 4 s’applique alors sans grands chan-
gements.

La réduction du paragraphe 2 se simplifie; en effet la fonction économique
s’écrit :

6.2) z = zy + max ¢jx;
j€d
avec
(6.3) Zo == max min c;
i€l jex
6.9 ¢; = max (0, ¢; — zo)

L’évaluation par défaut est alors z,.

Les implications et les pénalités se font alors de la méme fagon que pour le
probléme PP,

EXEMPLE 7

min z == max (3xy, 7x,, 5x3, 8x,, 10xs, 4x4, 6x4, 9xg)
sous les contraintes (1, 2), (3, 4, 5), (5, 6, 7), (7, 8), (2, 4, 6).
_ La réduction donne z = 6 -} max (x,, 2x,, 4xs, 3xg).

L’arborescence de la résolution est alors :

La solution optimale est donc x, = X3 = x; = 1 , z="1.

Comme nous I’avons fait au paragraphe 5 pour les problémes d’affectations,

nous pouvons appliquer 1’algorithme précédent aux problémes d’affectations
« bottleneck ».

On ne fera aucun changement pour une matrice des coiits carrée; dans le
cas d’une matrice des coiits rectangulaire on fera les mémes changements
qu’au paragraphe 5.
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UN ALGORITHME POUR LE PROBLEME .DE PARTITIONNEMENT 39

ExempLE 8 (Garfinkel [10] p. 1749).

Trouver I’affectation de cofit min max pour la matrice des coiits suivants :

316
6| 7
7 1 3 {10 |14 |11
91 6 2
61 3 7 19

La réduction donne z, = 4 et la matrice des coits réduits.

0211 4
2130 4
3ol 6]10] 7
5 12| 1 0
210} 4) 3] 5

L’arborescence de la résolution est alors :

4 4 6 [ 6 [
(i5) (32} (51} 1)
444 443 6+ 643

La solution optimale est donc X,5 = X35 == Xs3 = X33 = Xp4 = 1,2 =6,

n° janvier 1974, V-1,
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