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FONDEMENTS, GENERALISATION ET CRITIQUE
DE LA NOTION D'AFFINITE (*)

(Probléme du voyageur de commerce)

par B. LEMAIRE (%)

Résumé. — En s’appuyant sur les dénombrements d’un article précédent [7), on établit
le coit moyen des cycles hamiltoniens (C.H.) de K, (dont les arétes ont été valuées), passant
par une aréte donnée ij, puis évitant cette aréte: la différence des deux s’interpréte comme un
gain moyen, qui permet de définir et interpréter la notion d’affinité a;; due a Vo-Khac.

Puis on cherche ce gain moyen pour les C.H. empruntant deux arétes données : si elles sont
adjacentes (soient ij et jk), ce gain s’exprime uniquement en fonction de ay; et ay.; ce n’est plus
le cas si les deux arétes ne sont pas adjacentes, et — d’une maniére générale — dés que I’on
se donne plus de deux aretes d’un C.H. : d’out une critique quant a la signification de Paffinité,
lorsqu’on lutilise dans un algorithme S.E.P. avec une liste hiérarchique des affinités.

Dans la seconde partie, on introduit les coiits « régularisés » qui généralisent la notion

d’écartement au travers d’un calcul de récurrence, et débouchent sur une autre introduction
de laffinité.

I

1. Supposons les arétes de K, valuées par des nombres c;; (distance ou cofit
de passage de i & j); par convention : ¢; = 0.
On pose :

I;= Z Cix
k=1

appelé « centration » du sommet i et :

n
F = 2 ri
k=1
« centration totale du graphe ».
1 n Les ¢;; peuvent étre rangés dans un tableau carré, qui
1 sera 'symétrique et dont les éléments diagonaux sont nuls.
q g
Remarquons que T est 1a somme de tous les éléments du
n

tableau et que Y ¢;; est la somme des éléments du triangle

ijeKn
inférieur (ou supérieur) et vaut donc I'/2.

(*) Regu juin 1975.
(Y) Maitre-Assistant au Conservatoire national des Arts et Métiers.
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44 B. LEMAIRE

Draprés [7], le nombre de C.H. de K, passant par une aréte donnée ij est :
(n—2) ! La somme v des coiits de tous les C.H. de K, est donc :

Z ¢i(n=2)1=vy
ijeKy
soit :
Wn-Z) IT)2=1.

Comme il existe (n—1) /2 C.H. dans K,, le colit moyen d’un C.H., que
nous noterons { C ), est :

=(i—_2£/_2 soit : (C):L

C :
N (n—1)1)2 n—1

N. B. : Nous reprenons ici les notations de Vo-Khac [10]. I'; n’a rien a voir
avec la notation de Berge. D’autre part, les résultats des dénombrements,
utilisés figurent tous dans le tableau récapitulatif de [7].

2. o) Cherchons le colit moyen des C.H.
passant par D’aréte ij fixée, noté (C;; ).
D’aprés [7] par ij, passent (n—2) ! C.H.
Par les arétes du type ri (v #j) ou js (s # i)
adjacentes 2 ij, il passe (n—3) ! C.H. (passant
aussi par ij).

Enfin par une aréte uv non adjacente a i,
passent 2 (n— 3)! C.H. (passant aussi par ij).

B) Le cofit y;; de tous les cycles hamiltoniens passant par ij est la
somme des termes : (colit d’une aréte xy) x nombre de fois ol xy est
empruntée par un C.H. passant aussi par ij :

Yij =M= e+ Yy (n=3ley+ Yy (n=Nlej+ Y 2(n-3)!c,,
r=1 s=1 u i

rej s#i PoFhd
Yi=m=Dle;+(m=3)[ Y e+ Y ;] +(n=3)1 ¥ 2¢,.
r#j SFi u, v¥i, j
Or :
Z Cn'=ri—‘cij§ Z cis=I;—¢
r#j x#i 1 | I n
Détaillons le calcul de ) 2¢,, : 1
u, 0¥, i |

Le ) représente la somme de tous les éléments du
tableau moins les termes figurant dans les lignes ou |
colonnes i et j; ces derniers ont pour somme : n

2r1+2r‘1_2c”.
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FONDEMENTS ET CRITIQUE DE LA NOTION D’AFFINITE 45

Comme I est la somme de tous les éléments du tableau :

y 2¢, =T=-2(I+T)+2c;.
Droi u, 07, j
Yy=m=2 e ;+(m=3)[Ti—c;j+T;—c; |+ (n—=3) [T =2(T;+T)+2¢;],
Yy = (1=2) ey +(n—3) | [T=(Ty+T)].

Comme il existe (n—2) ! C.H. empruntant I’aréte ij, le cofit moyen de
ces C.H. est :

'Y.. . F r,+rj
C..) =4 t: Ciy=c¢;+— — .
Cor=iyy ot | Cwmat T T
3. o) Cherchons le colit moyen des C.H. ) é :s
évitant D’aréte ij, noté ¢ Cy; >. L
Ilya(®—2)!(n-3)2 CH. de ce type /4,/
(e [7D- VL7

Par les arétes du type ri(r"#j) ou v
js(s #1i), il passe (n—3)! (n—3) C.H. r /
évitant ij. Par les arétes du type uv (non u

adjacentes a ij), il passe (n—3) ! (n—4) C.H. évitant .
B) Le colt y;; de tous les C.H. évitant ij est alors :

5= =3)1n-3c;+ Y (n=3)1(n-3c;;+ Y (n—3)1(n—4)c,,
r=1 s=1 u, v#EQ, j
r¢j s¥i

i = (=3 (n=3)[Ti—c;;+T;—¢;;]+(n—3)! (n—4)2[T —2(T;+T ) +2¢,],

v5=—(n=2)ley+(n=3) |(T;+T,)+ %(n—3) l(n—4)T.

Comme il existe (1/2) (n—2) ! (n—3) C.H. évitant ij, le colit moyen de
ces C.H. est:

— 2
C(ij = Y=
CC(ij)> (n_2)!(n_3)v,,

- 2

iVS=___ = [(n—4)T 4T.—~(m=2e:. 1.
<C(ij)> (n—2)(n—3)[(n HT24 T+ ;—(n—2)¢;]

REMARQUE : Tout C.H. empruntant ou évitant ij, on peut écrire :
YiitYii=1vs
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46 B. LEMAIRE

on le vérifie aisément ici. On aurait pu ainsi éviter le calcul du 3—f en posant
directement

Y=Y Yij-

4. Soit G;; = ( C;; >—< Cy; >; G;; représente le gain moyen obtenu en
empruntant 1’aréte ij :

G=n_1 —_ F +ri+r‘j—c.. .
Yon=3\ n-2)(n-1) n-2 "

5. Définissons, avec Vo-Khac, I’affinité d’une aréte ij par

| ay=Ti+T,—(n—2)c;, | i#]
alors

Gij= n_l . - r +aij

(n—=2)y(n—-3) n—1
soit
al.j=<c>+w6ij_
n—1
D’autre part, on a les relations :
1 2 n—4
Cij>=—-UT—ay et (C;> = I'+a;; ).
i =55t 4 T m=2)(m=3)\ 2 !

Classons les arétes ij de K, par affinité décroissante en une liste appelée
« liste hiérarchique » :
D’aprés les formules ci-dessus, ceci revient 3 classer les arétes par gain
moyen décroissant, ou encore par colit moyen croissant.
Drautre part, en faisant la sommatjon des affinités des arétes d’'un C.H. ¥
quelconque de K, :
Y ay=2 L+ ) I=(n=2) ¥ ¢
ije¥ ie¥ je¥ ije?®

Tout sommet étant rencontré une seule fois sur un C.H., on obtient :
A@) =Y I+ Y T;—(n—-2)C(%).
i=1 i=1

Donc pour tout C.H., entre la somme des affinités des arétes de € et le coiit
de € on a la relation :

V& ] A(@)+(n—2)C(#) =2T. |
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FONDEMENTS ET CRITIQUE DE LA NOTION D’AFFINITE 47

COROLLAIRE : Minimiser le coiit d’'un C.H. est donc équivalent a maximiser
la somme des affinités des arétes constituant ce C.H.

REMARQUE : Les centrations (en affinités) de tous les sommets sont égales
ar:

aij=(n—1)r‘+.z FJ_(n_z) .Z cij’
j=1 ji=1

4 At A
J J#Fi iEj

M= #ips

-

a;=@m-)Li+@T-T)-(n-)I;=T.

.
Ll

1

Cherchons maintenant a généraliser les résultats précédents, pour les C.H.
empruntant deux (ou plusieurs) arétes fixées :

1. ) Coiit moyen des C.H. empruntant deux arétes adjacentes

Iy a(n—3)! C.H. de ce type : comme précédemment on cherche la contri-
bution au colt total y;; j, des arétes ij, jk; ir ou ks (r # j, k et s #1i,j);
uv non adjacentes a ij et jk :

1

(C(ij,jk)> = x[(n=3)c;+ci )+ (=D (Y ot Y )
(n—3)"! r#7,k sEJ, i

+2(n=8! Y cwl>
u,v#i, j, k

. 1
KC(i,jkYy>= Cijtcj+ m(rz—cij"cik‘*'rk"ckj—cki)

1
+ _?’(r—z(r,.+rj+rk)+2(c.~,-+c.~k+c,-k))
n—

r I+T.+2T; -2
— l+ k+ J+L (cu+cjk)
n—3 n—3 n-3

= L [T —(a;;+ap)-
n—3

octobre 1976.



48 B. LEMAIRE
B) Coiit moyen des C.H. empruntant une aréte jj et évitant une aréte jk
adjacente
Ilya@®m-3).(n—3) ! C.H. de ce type :
1

LY [0-) -9t -4 -9 T e,
<C(ij, jk) > =3 [((n=3)y(n=3)lc;;+(n—4)!(n 4)r§£c
K +(n-3)! Z cis+(m—)12n=7) Y ¢
o ,ét s#k ::5
+(n=3)cyp+2(n—4)1(n—4) z c,,,,].
i u,v¥i,j,k

v
/ Pour calculer v;;, 3, on doit trouver la contri-
bution de 1’aréte ij des arétes de ri (r # j, k) et
Js(s #k, i) adjacentes a ij, des arétes kt(t # i,/);
de l’aréte ik, des arétes uv adjacentes ni 2 #j, ni a jk.

r u

i 4)
(C(ij, jk)) = _3 ((: 3)2[(1": cij— m)]+—[(1"'— cij— ;)]
Len=no
(n 3) (rk cxk c;k)

+ [F 2T+ T+ T+ 2 (e +ca+ )]
(” 3)?

[((n=#H[T—T;—T;+(n—2)c;]]+ T+ T—(n—2)¢;]

T "3)2

(n—13)2 [(n=4) (T —a;)+a;].

VERIFICATION : Comme plus haut (II.3), on peut écrire :

¥ (i), jk)+y (i, jk) = ¥ (i3

d’aprés (II.1 o) :

. Y (i), jk) = (n—4) ! [T —(a;;+ay)]
et :

Y(ij)=m=3)'T—ay)  car y(ij, jk) =(n-=3)1<C(ij, jk) .

D’ou :

. v (ij, jk) = Y (@D —y (i, jk) = (n—4) ! [(n—4) (T — a;;) + a]
et :

<Cij, jky> = v(ij, jK)(n=3)(n=3) ! =

i3)2 [(n—4)(r'-aij)+ajk].
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FONDEMENTS ET CRITIQUE DE LA NOTION D’AFFINITE 49

Par suite, le gain moyen obtenu en empruntant I’aréte jk pour les C.H.
qui empruntent déja ’aréte ij est :

G (i), jk) = < C(ij, JR) = C (0], jh) > = —

(n—3)*

[-T+a;+(n—-2)a;]

et ces gains sont encore classés comme les affinités aj,. Le « meilleur » choix
de la seconde aréte dans la liste hiérarchique (aprés le choix de la premiére
aréte de la liste) est donc justifié si la seconde aréte est adjacente a la premiére.

v) Coiit moyen des C.H. empruntant deux arétes non adjacentes ij et uv :
Y(ij9 UU) = 2(”-3) !(cij+cuu)+(n—4) !(Ciu+civ+ cju+cju)
+2(=H'[ ) cut Y cx

k*j,u,v k#i,u, v
+ Y cut Y cx]td(n—H! Y ¢,
k#i, j,v k¥£i, j,u r,s#i, j,u,v

S u
/ \Y
|

r

Y (ij, uv) = 2(n—3) !(c;;+ )
+(n—4) ey +ey,+ej,+e)+2m—H ! [T-T+T;+T,+T,)].

Le coiit moyen cherché est : ( C (i, wv) > = v (i, w)/[2 n—3) ].

1
<C(l]a uv)) = cij+cuu+ _(ciu+ciu+cju+cju)
2(n—3)

1
—([+T;+T,+T,).

n—3

Il ne s’exprime pas en fonction uniquement de a;; et a,,.

Supposons que l’aréte ij soit en téte de la liste hiérarchique (donc celle
du plus grande affinité). Ce calcul indique que si la seconde aréte de la liste
n’est pas adjacente a ij, on ne peut affirmer que (en termes de gain moyen)
le meilleur choix, aprés ij, d’une aréte soit la seconde aréte de la liste. Ceci remet
donc en cause I’efficacité de la liste hiérarchique. Remarquons qu’avec la notion
d’écartement, on ne rencontre pas cet inconvénient.

octobre 1976.



50 B. LEMAIRE

8) Coiit moyen des C.H. empruntant une aréte ij et évitant une aréte non
adjacente uv

Y(ij, u) = (n=3)(n—Bc;+(n—D (=5 Y cut+ 2 i)
k#*j,u,v h#i,u, v
M1 n— ) . ) .
+(n—4) (-4 (ciu+ci+cjutcy) l\I
+2(n—4)'(n—4)( Z Curt f Cor)

k#i, j,v ki, j,v

+2(n=H'(n-=5 Y ¢ v~

r,s#i, j,u,v ~

Le cofit moyen cherché est : { C(ij, ud) ) = v (i, uv)/[(n—3) ! (n—4)]

{C(ij, uv) ) = ¢;;— 2 ot 2T +T)— (et +ejtey,)
n—4 (n—3)(n—4)
n—>5

+
(n—-3)(n—4)

r—(T;+T)).

|
)
|

Il ne s’exprime pas non plus en fonction des seules affinités g;; et q,,.

VERIFICATION DE : 7y (iJ, uv)+v (ij, uv) = vy (ij).

Le premier membre vaut :
(n=3)'1Q2+n—Hc;+(n—4)'12+n=5)[I—(T;+T)]

=m=2)!c;+(n=3)!T-T;+T)]=®n-3) ![l"—(l",-—i—f‘j)-f—(n—Z)cU]

=m—=3)![T—a;;] = v(j).

€) Coiit moyen des C.H. empruntant trois arétes adjacentes : ij, jk, k/

..o 1
<C(ij, jk, kD) > = 7 '[(n—4) Hewj+ et )
e, =1 Y ot Y )
rfj,k, 1 s#i, j,k
+2(n=5"! Y cun)-
u,v#i,_y;
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FONDEMENTS ET CRITIQUE DE LA NOTION D’AFFINITE 51

Iy a (n—5)! C.H. passant par ri(h #j, k,1) ou par Is(h # i, ], k);
2(n—>5) ! C.H. passant par uv non adjacente a { ij, jk, k/ },

CC(y, jk, kb))

1
=it et Cut —4(ri—Cij—Cik_cil_rt_cu—cjz—ckt)
n——

1
+ —4(1“—2(1"i+Fj+I‘k+F,)+2(c,.j+cik+ci,+cjk+cj,+ck,))
n—

1
= CijtCiptout - [C—(+2T;+ 2T+ T+ (ci;+ca+2 ciu+ ey +e)].

Ce cofit ne peut pas €tre exprimé uniquement en fonction a;;, a;, et ay, :
méme si dans la liste hjérarchique la seconde aréte était adjacente & la premiére,
le meilleur choix peut, 4 nouveau, ne pas étre la troisiéme aréte de la liste,

CoNcCLUSION : Dans une méthode de construction progressive, aréte par aréte,
d’une solution du probléme du voyageur de commerce (que ’on emploie
une heuristique ou bien un algorithme de recherche arborescente), le clas-
sement statique des arétes par affinité décroissante en une liste hiérarchique
est tout a fait remis en cause quant a son efficacité dés que I’on a introduit
dans un C.H. I’aréte située en téte de cette liste. En effet, le gain moyen associé
a la seconde aréte de la liste (et — a fortiori — de la troisiéme, etc.) n’est pas
généralement le plus grand. Une liste hiérarchique par écartements décroissants
ne présente pas cet inconvénient.

m
cOUTS REGULARISES

On propose, ici, une démonstration détaillée de formules proposées
par Vo-Khac. L’écartement e* (i, j ) d’une aréte ij par rapport au sommet k est

ek(i’ ]) = C(i, k)+6'(k, ])‘-C(l, ])

Le coiit « moyen » de 1’aréte ij, noté c, (i, j ) est défini par Vo-Khac [10]
comme ’opposé de la moyenne des écartements des arétes :

.. 1 ¢ ..

(2] (19 J) = - Z ek(l’ .])a

n k=1

soit en remplagant ek (i, j) :
.. .. TTO+ry
¢1 Gy J) = co iy - LT
n

La transformation ¢, (i, j) — ¢; (i, j) est donc admissible.
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52 B. LEMAIRE

On a posé¢ : ¢o(i,j))=c(,j); T({ est la centration du sommet
r@= 3% c@k.
P

L’idée étant de chercher a profiter de la notion d’écartement sans privilégier
dans le probléme du voyageur de commerce, un sommet particulier, on a
calculé la moyenne des écartements.

On définit, par récurrence, le coflit moyen d’ordre p+1 d’une aréte ij :

Cpar i) =~ ,11 (T, )+ T, () +e, G, j)

avec
n

L, = ¢, k),

k+i
o (i) =T Q).
Exemple : Calcul de ¢, (i, )) :

02y ) == %[ 5,060+ 2 el )] vt

k#i P
1 T(i)+T(k
Cz(i,j)=—;[k§_c(i, k)—i)inﬁ
D
+3 etk ) r(k)”(”] e jy— LOHTO)
k#j ;

cz(i,j)=—}1[<r(i)—”;1 - r(‘))

+(r(j> r- r(’) n= r(1)>]+c(f,j)—5@;rﬂ),

c2(i, J) = o, )+ -r - 'izr( )+T ().

On a pos¢ I' = Y T (k), « centration totale » du graphe.
k=1

Vue la forme de ¢, (G, j), ¢, (i, j) et ¢, (i, j ), nous supposerons que c, (i, j)
est de la forme :

ep(is j) = (i ND+2,T—p, [TH+T(D];

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FONDEMENTS ET CRITIQUE DE LA NOTION D’AFFINITE 53

calculons alors ¢, (i,j) :
. | . .
cp+1 (l, J) = cp(l’ .])— '_1 [Fp(l)+rp(])]

— e, )42, D=, [T +T ()] - i [k; ¢, G, k>+k§l ¢, (k, f)];
k#i k#j

détaillons le calcul du premier sigma :

kgl c, (i, k) = k;1 (c(, k) +A,T—p, [T +T (k)]
k#i k#i

=T (@) +(n—DA,T=(n= 1), T ()=, (T =T (D),

2k, ) =T(N+m=DAiT=(—=Dp,T()—p,(T=T ()

D’ou :

.. . 2(n—1 2
CF+1(l’J)=c(la])+r‘(?\’p_ (nn )}\fp"' %’)

_(r(i)+r(j))<pp+ 1 _n-2 u,,),
n n

finalement c,,, (i, j) est de la forme :

Cp+1 3, j) = cd, j)+7"p+1 1—‘_llp+1 [r(i)’*'r(.i)]:

avec
-2 2
)\_p+1=——n }\'p_‘__“ip,
1
2 1
up+l=ﬁ+ .
n n

Nous allons maintenant calculer A, et p, en fonction de p (et de la
constante n) :

CALCUL DE y, : n étant constant on a : p,,,—(2/n) p, = 1/n : équation
de récurrence linéaire, portant sur deux termes consécutifs, avec second membre

On sait que la solution est la somme de la solution générale sans second
membre et d’une solution particuliére avec second membre (noter 1’analogie
avec les équations différentielles).

octobre 1976.



54 B. LEMAIRE

On a une solution particuliére avec second membre, constante : posons
up-rl = ,“"p==l’l :

2 1 , 1

p—-p=-, dol p=——.

n n n—

L’équation sans second membre est p,,; —(2/n) p, = 0; on cherche des
solutions de la forme w, =a.r?, doi r—(2/n) =0 soit r =2/n et
w, = a(2/n)’.

Pour la suite donnée la solution est alors : p, = [1/(n—2)]+a (2/n)".
Comme po = 0 on doit avoir a = —1/(n—2). Finalement :

ol

CaLcuL DE A, : En remplagant p, par sa valeur, on obtient

(n—-2) 2 2\
Appr =— A+ 1—{ =1} . 1
et n ’ n(n-=2) n ™
Pour se débarrasser du terme non constant en (2/r)? nous allons écrire :
-2 2 2\ 7!
xp=—(n )h,,_,+ 1-(= 2
n n(n—2) n

et faire la combinaison linéaire : (1) — 2 (2),
n

A= 2h,=— 72y 202, 2 (1—%).

-1
n’ n ' n 7 n(n-—2) n

D’ou
A, tn(n—Hr,—2(n—2)A, , =2. 3)
On obtient une équation linéaire de récurrence, portant sur trois termes
consécutifs avec second membre. On procéde comme ci-dessus :

Cherchons d’abord une solution particuliére avec second membre qui soit
une constante A :

nPA+n(n—-Hr-2m—-2)r =2
soit
1

AQ2n*—6n+4)=2, dot A=— " |
(n—1)(n-2)
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Pour 1’équation sans second membre : on cherche des solutions de la forme
AP = a.rP : ’équation caractéristique est : n r2+n(n—4)r—2n—2) = 0;
A =n*(n—4>+8n?n-2) = n* d’ou :

n(n—4)+n? 2 2
= — - e = -
2n? n n

Ay = a(r)? B rg = a(i)pw(? —1)";
n n

En repassant a la suite initiale :

pe (2 (2
n n (n—1)(n-2)

or Ay = A; = 0 d’ol1 le systéme :

d’ou

1
\ L v
/(3)(1-}-(3—1)3:——1_’
n n (n—1)(n-2)
d’ou :
o=— 2 et B= 1 .
n(n-2) nn—1)
D’ou :

1 2 (2)" | <2 )”
A, = - )+ - —1}.
(n—-1)(n-2) nn-2)\n n(n—1\ n

PASSAGE A LA LIMITE : Cherchons lim c,; on a immédiatement :
p—®

1 . 1
mp, = — et limA,= ————,
p— n—2 p— oo (n—l)(n—2)
car :
% <1 et %—1 <1
n n

On peut poser ¢, (i,j) = c (i, )+ A T—p, T @O+ ().

¢, (i, j) est appelé le cofit régularisé de 1’aréte ij :

o .. T TM+CQ)
cco(l9.])_ C(l’j)+(n—1)(n—2) n_2 N

octobre 1976.



56 B. LEMAIRE

PROPRIETES : 1° Tous les sommets ont une centration en cofits régularisés,
nulle :

r,@=0.
~ 2° Une translation ne modifie pas les colts régularisés : a la ligne et a
la colonne k de la matrice, on ajoute oy, : I, augmente de (2— 1) o, les autres

centrations augmentant de oy, et la centration totale augmente de 2 (n—1) o, ;
pour i, j # k, aprés translation :

F+2(m—-o, TO+T(H+20 _

c ., y=c(i, N+ . = ¢, (i, J),
( I (n—1)(n-2) n—-2 . 7)

pour i, j =k,

¢y k) = o, K)o+ I'+2(n—-1)a, _ I'(k)+l“(z)+nctk= e Gy J).

(n-1)(n-2) n—2
Si on définit I’affinit€ de I’aréte ij par a (i, j) = T )+ T (j)—(n—2) ¢ (i, ),
i r
ai.j)

Co (i, ) =— n—2  (n—1)(n=2)

Les colits régularisés sont donc classés par ordre inverse de celui des affinités.

N. B. : Les calculs ci-dessus s’étendent sans difficulté pour un graphe orienté,
complet mais tel que les colits ne soient pas symétriques; ¢ (i, j) # ¢ (J, i).
On posera

@)=Y cl k) et 3= ctki); T=)y@H=3530
ki ki ' '
On obtient

e (i) = eti, = T2,

on définit alors vy, (i) et 3, (i) comme ci-dessus.
On pose
- R | ; .
cp+ 1 .l) = cp(l$ J)— ;[Yp(l)+8(])]

et ainsi de suijte.
I} suffit de remplacer I" )+ T (j) par y ({)+6 (j) dans la suite.
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