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METHODE DE CONSERVATION
ET BLOCAGE DANS LES FILES D'ATTENTE (*)

par B. LEMAIRE (')

Résumé. — On donne une démonstration compléte de la validité de la méthode de conser-
vation des flux de transition dans les files d’attente en régime permanent. Pour illustrer les
possibilités de cette méthode, on Iapplique aux cas de 2, 3 ou 4 files d’attente en cascade; pour
deux files, on montre ainsi — presque sans calcul — que si le nombre de places d’attente devant
le guichet de la seconde file est limité a a places, la condition pour que le systéme ne s’engorge
a+2

+3 N
service exponentiel de méme taux p). Pour trois files et avec a = 0 m < 22/39 et pour quatre

files : %<%, Ces résultats trouvent leur application dans des problémes de contréles

successifs @ une douane, de production d la chaine avec stock tampon, dans les systémes de
transport P.R.T. (cf. addendum); dans la retransmission de messages sous forme de commu-

tation de paquets, dans un réseau d’ordinateurs. Dans Uétude de la disponibilité des équipements, on
peut aussi employer la méthodes des coupes.

pas, n'est plus Mp <1 mais devient: — < {arrivées d la Poisson de taux )\, chaque

I. CONSERVATION DU FLUX DE TRANSITION

Soit un processus de Markov homogéne a espace d’états discret, associé 4 un
phénomeéne d’attente, dont le nombre d’états est fini (ou dénombrable), pour
lequel existe un régime permanent indépendant de la distribution initiale (*).

On peut tracer le graphe des transitions d’états a états entre deux instants
infiniment voisins ¢ et ¢ + dr. Les sommets du graphe symbolisent les. états;
les arcs représentent les transitions de probabilité non nulle (une probabilité
en o(dt) est considérée comme nulle). La probabilit¢ de passer de Iétat E,
a l’état E; est de la forme : o;; .dt (i # j); la probabilité de rester en E; vaut :
1 — % a;dt; vue ’homogénéité ces probabilités ne dépendent pas de.t, mais

J#Fi
seulement de dt.

Soit G = (X, U) ce graphe et 4 < X un sous-ensemble de sommets. On
appelle « coupe » associée & A4, ’ensemble des arcs ayant une extrémité et
une seule dans 4.

(*) Regu mars 1976, version révisée février 1977.
() ‘Maitre-Assistant de Recherche Opérationnelle. Conservatoire des Arts et Métiers, Paris.
(3) C’est, en particulier, le cas lorsque le graphe G est fortement connexe.
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364 B. LEMAIRE

Par définition, la fréquence des transitions de I'état E; vers I’état E; est:
P %y
ou p; est la probabilité de E; en régime permanent.

THEOREME : En régime permanent, la fréquence des transitions vers l’extérieur
de toute coupe est égale a la fréquence des transitions vers lintérieur.

Soit :
Y X Pt =), Y p.dy

icA j¢A J¢A ieA
Démonstration :

1) Supposons que A soit réduite a un seul sommet E,. Calculons la proba-
bilité de I’état E; & Pinstant ¢ + dt:

ple + ) = pO) 1= 3 oyt |+ 3 p0. e (1)

jeA jed

Figure 1.

En effet 4 ¢, le systéme était soit en E; et y est resté, soit en E; (j # i) et est
passé en E;.

En régime permanent: p; (¢t + dt) = p;(t) = p;. En reportant dans (1), que
nous simplifions alors par dt, il vient :

0= [— > “ij]-l’i + X ;. p;
jéd j¢A
soit: p; > o = Y p;o;, ce qui exprime que la fréquence des transitions
g jéA
de E; vers les états E; (j # i) égale la fréquence des transitions de ces mémes
états vers E;.
2) Supposons que 4 comporte deux sommets: 4 = { E;, E, }; d’aprés le
résultat du 1) on peut écrire :
pour E, :
pi Y Oy + POy = ija'ji + DOy
j¢A Jj¢A
pour E, :
P O + POy = ij“jk + D%y
j¢A j¢A
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CONSERVATION ET BLOCAGE DANS LES FILES D’ATTENTE 365

la somme membre & membre de ces équations, fournit aprés simplification
des termes correspondants aux transitions entre E; et E, :

Pi ) % + Dy > Oy = > pilo; + o)
it j€A jEA

soit :

X X Py = Y Y P

ied j¢Ad Jj¢A ied

3) 1 s’ensuit, par récurrence sur le nombre de sommets de A4, la validité
de ’équation ci-dessus, pour toute coupe A.

Applications du théoréme de conservation :

Soit un processus de naissance et de mort; on suppose le régime permanent
possible et atteint.

Ao dt 7\ dt 7\2dt ?\n§dt Anay dt’
- En ‘\l/Enﬂ
S—, —
U p1dt U Pzdt() badt bn dt O U dtU
1—2,dt — (ks tpa)dt Ll T— (A, +p,)dt .
Coupe
Figure 2.

Soit 4 = { Ey, E,"..., E, }.
Ceci revient a prendre la coupe entre E, et E, , ; ; le théoréme nous indique que

la fréquence des transitions de E, vers E,,, égale celle des transitions en
sens inverse :

My Dn = P 1-Pnt1

Equation de récurrence multiplicative qui permet de déduire le résultat
classique :

Ayt - .
Pn=—" P
" Hp-Bpog == Iy 0

N.B. La méthode différenticlle usuelle revient a appliquer le théoréme
de conservation pour le seul sommet E,; on obtient :

)"n~1pn—l + p’n+1pn+1 = ()\'n + p’n)pn

et la résolution est moins facile; & moins de remarquer que dans cette
récurrence, on a un invariant: A, p, — Kyt 1Pln+1 = M=1Pn-1 — WpPp QUi
est nul (& cause de E,). Cet invariant correspond précisément a la conser-
vation des flux de transitions entre E, et E, . ;.
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366 B. LEMAIRE

Addendum : le systéme de transport PRT (Personnel Rapid Transit) est un
systéme de transport de personnes constitué : d’un réseau de voies-guides en site
propre (souvent en viaduc), de petites et nombreuses stations placées en
dérivation des voies, de cabines contrdlées automatiquement (donc sans
conducteur). Un passager qui arrive & une station affiche sa destination et il lui
est attribué un véhicule vide qui part alors directement vers la station désirée,
sans arrét a des stations intermédiaires, suivant un itinéraire choisi par le systéme
de contrdle; un groupe de passagers qui ont tous la méme destination, peut
emprunter la méme cabine & concurrence de la capacité de la cabine.

II. BLOCAGE DANS LES FILES D’ATTENTE

Il est courant de trouver des systémes ou le flot de sortie d’un ou plusieurs
guichets constitue le flot d’entrée d’un autre processus d’attente: c’est le
cas d’une chaine de production ou les stocks-tampons entre postes de travail
successifs sont limités; attente des automobiles a la douane lors de contrdles
multiples; correspondances dans le métro; réinsertion dans le flot principal
d’une cabine d’un systéme P.R.T. venant d’une station en dérivation, etc...

Si le nombre de places d’attente pour la seconde file est limité, dans certains
cas le premier guichet peut étre bloqué : une unité qui a fini d’étre servie doit
y rester tant qu’elle n’a pas de place libre dans la seconde file.

Jusqu’a présent il a été montré [1, 3, 4] que : s’il n’existe pas de place d’attente
devant le second guichet, le systéme ne s’engorge pas si = A/p < 2/3 (au lieu
de 1, pour une file unique M/M/1); \ est le taux d’arrivées et p le taux de service,
et ceci pour chacun des deux guichets. S’il existe une place d’attente, la condition
devient ¥ < 3/4 : les calculs sont longs.

On peut établir la condition générale pour que le systéme ne s’engorge pas,
lorsque a places d’attente sont disponibles devant le second guichet en
appliquant la méthode de conservation a des coupes du graphe judicieusement
choisies, que donnent sans démonstration Hunt dans [1], et Saaty dans [4]. Voir
aussi Pujolle [6].

1) Cas ou aucune place n’est disponible devant le second guichet : ¢ = 0

Systeme 1 Systeme 2

> = ® X

Figure 3.

Soit A le taux des arrivées (a la Poisson) a ’entrée du premier systéme p,
et W, les taux de services (exponentiels) respectifs des guichets 1 et 2.

Les états possibles du systéme sont :

E, o: n unités dans le systéme S1; 0 unité dans S2.
E, ;: n unités dans S1; 1 unité dans S2, S; non bloqué.

R.A.IR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



CONSERVATION ET BLOCAGE DANS LES FILES D’ATTENTE 367

F, ,: n unités dans S1, dont une est bloquée au guichet 1, ayant terminé
son service; 1 unité dans S2 (par commodité cet état sera noté E,_, ,
ci-dessous).

L’ensemble des deux systémes S1 et S2 est régi par un processus de Markov.
Le graphe des transitions entre états, entre ¢ et ¢ + dt est le suivant : il a été
allégé en écrivant A et p au lieu de Adt et pdt et en supprimant les boucles (qui

peuvent étre aisément rétablies). On peut d’ailleurs remarquer, que les boucles
n’interviennent jamais (cf. I) dans la conservation des flux de transition.

L e~ N -y L A Niveau de la
02] 1.0 2'-9' 32]—» coupe Ay

et e T

Niveau de la
coupe A,

Figure 4.

Plagons-nous en régime permanent. Soit la coupe définie par :
Ay = { Eg, E10s Ez0s E3s - - - }

L’égalité des flux de transition & travers cette coupe donne :
0 0
%) Z Pny = Hy Z Pu,0
n=0 n=1

Posons :
Xo=Pr{n, =0} ; x;, =Pr{n, =1etS] non bloqué }
x, = Pr{n, = 1et S1 bloqué }

alors :
X; = Z Dn,i (i=0,1,2. Dou:p,x, =, (xo = Poo)-
n=0

Soit la coupe définie par 4, = { Ey,, E,, E,,, E3p, ... }. L'égalité des flux
de transition & travers cette coupe donne :

0

Uy Zo Dn,2 =My Pn,1 SOit I Xy = Hy(Xy — Poy)
n= =1

n
D’autre part la probabilité pour que le guichet 2 soit en train de servir une unité
vaut @ x; + x, =1 — x,. En régime permanent, le taux des entrées dans le
systéme égale le taux de sorties du systéme; ce dernier est égal au taux de service
du second guichet, multiplié par la probabilité que ce guichet fonctionne.

vol. 11, n° 4, nov. 1977



368 B. LEMAIRE

Soit :
A=y (l = xo)
d’ou:
Xo = 1 = Ap,.
Ceci est I’énoncé de la conservation des unités [2].
En appliquant le théoréme de conservation a I’état E,, seul, on obtient:
APoo = M2Po1-

Posons & = p,/u, et ¥, = A/u,. En notant que, en outre: x5 + x; + x, = 1,
on peut calculer py, :

Xo=1-=1, xXo=1-=1,
x; = a(xg = Poo) soit x; = ol =¥, = poo)
Xy = a(x; — VyP00) x, = (1 = Yy — poo) — W, oo
dou : 1= (1 — Yy)(1 + & + o) — poo(® + &?) — o, pgo, SOIL :
=(1 —,)(1 +0t+oz2)-—1‘
Poo 0((1 + o + \112)

Le systéme ne s’engorgera pas si pg, est positif, c’est-a-dire: si

i

2
o+ o . \ +
;3 > \,,ce qui correspond a: A, = g‘uZ(ul uz)z . Comme
14+a+a BT+ HyHy + M3
o+ o?

—— < 1, cette condition est plus sévére que pour une seule file. En
l+a+4+a
particulier si p, = p,, on trouve : { < 2/3 : pour absorber un taux d’arrivée A

donné, il faut que le taux de service p de chaque guichet soit, au moins, une fois et
demie plus grand que le taux A; cette organisation de files entraine donc une
perte d’efficacité notable pour le service.

2) Cas ou a places sont disponibles devant le second guichet.

S1
= place
P12 S K2
A — P
> -_ ® duuud
G1 G2
S2

Figure 5.

Posons @ = k — 2. S2 est complet lorsque @ + 1 unités y sont présentes.

Les états du systéme sont :
E, o :nunités dans S1; 0 unités dans S2;
E : n unités dans S1; 1 unité dans S2;

n.l
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CONSERVATION ET BLOCAGE DANS LES FILES D’ATTENTE 369

E, ,_:nunités dans S1, £ — 1 = a + 1 unités dans S2 et S1 non bloqué;

F, ;-1 : nunités dans S1. k — 1 unités dans S2 et S1 bloqué: par commodité
cet état sera noté £, _, ,.

Le graphe des transitions, valué par les taux de transition est alors le suivant :

Niveau de la
coupe A,

Niveau de la

coupe A,
b, A H1 ';12' P1,'P2' M1 ,pz' SR ____Niveau de la
o P B coupe Ak
A A A TTA
Figure 6.

les boucles ont été omises pour alléger le dessin, comme précédemment.
Soient les coupes
Ay = { Eqo, Eyo, Ezos Ezo, --- } 5 As = A; Y {Eqy, Eqy, Epy, - )
Ay= A, U{Eoy Eip Eyy. ... }
et ainsi de suite jusqu’a :
Ay = Ay U {Eo,k—p Eyj—1s o }-
En régime permanent les flux de transition traversant les coupes A A, .. A4,
s’équilibrent :
Hi (X — Poo) = Mz X, (Coupe 4,)
Hi (X = Po1) = HaX, (Coupe 4,)

On a posé:

x; s’interpréte comme la probabilité d’avoir i unités dans le systéme S2.
Comme au II-1, la conservation des unités pour S2 donne: x, = 1 — A/p,.

vol. 11, n® 4, nov. 1977



370 B. LEMAIRE

Posons ¥ = A/p, et o = p,/u, les équations précédentes deviennent :

Xo=1-V
x; = a(Xo = Poo)
Xy = o(X; — Po1)

X, = 0(Xe_1 — Po,k-1)

Ce systéme d’équations donne par substitutions successives :
[(Xo=1-1

x; = a(l =¥ — pyo)

xy = &*(1 = ) — o®poo — apoy

x3 = a>(1 — ) = &®pyy — &?py; — APy,

k
X =l =) — ) o Tipy,
L i=0
En remarquant que: x, + x;, + ... + x, = 1, la somme membre a membre
de toutes ces équations donne :

l=(1-Y)l+a+a®>+ ... +a)—P

ou P est un terme positif, car combinaison linéaire & coefficients positifs de
probabilités. D’out la condition pour que le systéme ne s’engorge pas:
oktt — 1 .
ls(l—\ll)——u——l— sia#l et 1<(k+1)(1—V sia=1

ceci revient a dire, que lorsqu’on tend vers la saturation, les états
Eyo, Eqyy, - - ., Eo, (pour lesquels aucune unité n’est présente au guichet 1)
ont une probabilité qui tend vers 0. Il est intuitivement vrai, qu’au voisinage
de la saturation, le premier guichet est presque toujours occupé.

Pour p, # p,, on trouve un taux maximal d’arrivées :

pit? — pst?
Mmax = By by - 2
max M‘I” _ M‘;+3

Quand les deux guichets ont le méme taux de service (B, = u, soit @ = 1)la

.\ k . . . ,
condition est : 2 =y < T soit puisque le nombre de places d’attente

n + U
devant le second guichet est limité 4 & — 2 = a places:
a+2_ A
> —
a+3" p

R.AIR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



CONSERVATION ET BLOCAGE DANS LES FILES D’ATTENTE 371

Pour tout a, cette condition est plus sévere que { < 1. Remarquons que a = 0
2 . . . 3
redonne : <§, résultat établi au II-1. Pour a = 1, on doit avoir : <Z'

Lorsque a tend vers I'infini, le blocage disparait et on retrouve la condition
habituelle : | < 1.

a+ 2
a+3
devient voisin de 1 et les inconvénients du blocage deviennent minimes:
c’est 'intuition qu’ont eue certains concepteurs de systémes informatiques,
en installant quelques tampons (buffers) devant chaque processeur, lorsque ces
derniers sont disposés en série.

3) Méthode modifice

La méthode des coupes employée au II-1 et II-2 permet, outre de trouver
le seuil de saturation du systéme, des calculs de probabilités d’états en régime
permanent.

En pratique, dés que a est de I'ordre de quelques unités, le rapport

Nous présentons ci-dessous une simplification de cette méthode en se
plagant au voisinage de la saturation, mais qui vise uniquement a déterminer
le seuil de saturation.

a) Casde deux files en série, avec a places d’attente devant le second guichet (méme
cas qu’au paragraphe 2)

Au voisinage de la saturation, il y a, presque slirement, plusieurs unités
dans S,. Alors les états Eyg, Eoy, Eoy, ---; Egg Eg o4+ du paragraphe pré-
cédent, ont une probabilité négligeable et peuvent étre ignorés.

Désignons par &, ; avec 0 < i < a + 1, I’état pour lequel il y a au moins une
unité dans S, (dont le service au guichet est en cours, c’est-a-dire sans blocage) et
iunités dans S,; et par &, , ., I’état pour lequel le systéme 2 est complet et cause
le blocage du systéme 1. Ceci revient 4 créer un seul état par ligne de la figure 6.

Le graphe des transitions entre états valué par les taux de transitions
devient :

H1 H1 P P+ M 3R]
w— —— o — i— ——— w———

--- 1a+1 [b.a+]
0 -1 - 2 a " a+1 -~ a+2
P2 B2 M2 H2 ) H2
Figure 7.

Cherchons les probabilités des états en régime permanent. (On a renuméroté
les états par commodité de 0 a a + 2.)

Plagons-nous en régime permanent. Prenons des coupes entre les états 0
et 1, puis l et 2, etc... jusquea + leta + 2:

Wido = Hadys  Hiqy = M2z ---5 Ma+1 = Hadas2,
vol. 11, n° 4, nov. 1977



372 B. LEMAIRE

k a+2
Dou: g, = qo<%) avec 0 < k < a + 2. En exprimant que ), g, = 1,

2 k=0
il vient :

si By # M,. le X est la somme d’une progression géométrique de raison B et

2
a+3
L
‘ uZ LS HZ 4 1
vaut: ——————; dolt: gg = ————2—— si P, F Y, et go = ——=
<u1> ul at3 a -+ 3
1 -(= 1 — (2L
%) K
sinon. Appliquons le principe de conservation des unités [2], au premier
systeme (S;): le taux des arrivées dans S; vaut A; en régime permanent il

est égal au taux des sorties: soit le taux de service pu, du premier guichet
multiplié par la probabilité ® que ce guichet fonctionne effectivement :

at+l / k
T=DPio+ P11+ P12+ -+ Diar1 =40 2, <%>
K=o \ M2

a at2
)
_ TS _ Ha

= 4o ars SLOW# K
&) )
23 Ha
Le taux maximal d’arrivées A, est tel que:
at+2
(@)
lj'z ) l"la+2 _ u’a+2
Mnax = B - a3 = Wil z+3 ;+3 (g # Ka)
1 — El_ l""2 - u‘l
K2

et,pour p; = p, :

2\ a+2 a+2
q02.<u_2>=q0(a+2)=m7 dou:}‘max=u'a+3-

b) Cas de trois files en série, avec aucune place d’attente devant les second et
troisiéme guichets

S1 S2 S3
T ——— bar ~—
N Hq Ho H3
== QKR &
G1 G2 G3

Figure 8.

R.AILR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



CONSERVATION ET BLOCAGE DANS LES FILES D’ATTENTE 373

Au voisinage de la saturation, il y a seulement 8 états de probabilité non
négligeable parmi les 13 états possibles :

éalOO s 5110 ’ éaOlO ) éplOl 4 éplll ’ éabll ’ éolbl et gbbl .

(Les états de probabilité négligeable sont : &40, €610 o001 €011 €t Eop1 )

L’indice 1 (respectivement b) en premiére position indique qu’il y a plu-
sieurs unités dans S1 et que celle qui est au guichet se fait effectivement
servir (resp. y est bloquée). L’indice 1 en seconde (resp. troisiéme) position
indique qu’une unité exactement est dans S2 (resp. S3) et que son service est
en cours. L’indice 0 en seconde (resp. troisiéme position) indique que le
systéme S2 (resp. S3) est vide. Enfin I'indice b en seconde position, indique qu’il
y a une seule unité dans S2, mais qu’elle est bloquée en G2. Voici le graphe des
transitions dans ce cas (les arrivées de taux A n’apparaissent pas, puisque on
suppose plusieurs unités présentées en permanence dans S1) :

1 u 2 u 3
100}————110 ={b10]
Hal H2p Haf H2/ Hs]
4 5 6
101 =711 =2 b1
Pal Ha |Ja‘ M2
7 8
1b1 bb1
My
Figure 9.

Ecrivons la conservation du flux de transition en chaque sommet (renuméroté
del1a8):

Mgy = K34 By + K2 + H3)gs = H2g3 + MG + B3gs
(M + B2)9; = By gy + Hags (M2 + H3)96 = K195

Mags = W1q; + H39qs By + H3)g7 = Hags
(M1 + H3)9s = Hyq; + H3qy Hids = Hage + M1 4,

Si 'on suppose que les trois guichets ont le méme taux de service p,
le systéme ci-dessus se résout aisément (en mn’oubliant pas que
4+ g, + ... + g5 =1).

On trouve :

4. 5 8 4 6 3
h=39 ©27 35> 1= 35 94 =35> 15 =48 = 355 96 = 97 = 34-

vol. 11, n® 4, nov. 1977



374 B. LEMAIRE

En écrivant la conservation des unités pour I'un des guichets, G2 par
exemple, on trouve:

Amax = B (P110 + Poio + P111 + Poar) = H(g2 + g5 + g5 + g6)

en effet g, + g5 + g5 + g représente la probabilité pour le guichet G2 soit
effectivement en service (c’est-a-dire ni vide, ni bloqué). D’ou, la condition pour
que le systéme ne s’engorge pas :

h 2
p o 39

On trouve évidemment le méme seuil en écrivant la conservation des unités

au guichet G1 ou G3: la probabilité que le guichet 1 fonctionne effectivement
22 22

est: gy +q; + 44 + 495 + g4 =3—9§ pour G3: g4 + g5 + ... + gg =39

Ce résultat est donné presque sans démonstration dans [1]; il est établi par

une voie différente dans [6].
Il est intéressant de noter, qu’a la saturation, la probabilité pour qu’un guichet
fonctionne effectivement est la méme pour les trois guichets.

¢) Cas de quatre files en série, avec aucune place d’attente devant les second,
troisiéme et quatriéme guichets

11 s’agit d’une extension du cas précédent.

S1
2 1 P2 ¥3 4
G1 G2 G3 G4
Figure 10.

Parmi les 34 états possibles pour ce systéme, 21 seulement ont une proba-
bilité non négligeable au voisinage de la saturation. Les indices les décrivant,
ont la méme interprétation que ci-dessus :

1000, 1100, 5100, 1010, 1001, 1110, 5110, 1510, 5510, 1101, 5101, 1011, 1051,
1111, 4111, 15611, 1161, bb11, b1b1, 1bb1, bbb1.

Remarquons que si y, tend vers I'infini alors it n’y aura jamais d’unité en G4 :
ce qui revient & supprimer G4. Il reste alors les huits états considérés au b)
pour trois guichets en série :

1000, 1100, »100, 1010, 1110, 5110, 15610, bb10.

La matrice des transitions (valuées par leur taux), est donnée de préférence
au graphe dont le tracé serait chargé, dans la figure 11:
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1000 b 100} 1001 b 110 bb10 b101 10b1 b111 11b1 bbb bbb1
1100 1010 1110 1b10{ . 11O on 1 1b1 bb1l 1bb1
112|3|als|e6|7|8|9(10|11(12|13]14[15]|16|17|18[19|20] 21

1000 1 H1

1100 2 M1 | Ha

b100 3 Ha

1010 . 4 Halby

1001 5 |Ha Hy

110 6 HifH2 Hs

b110_ 7 Ha P

1b10_ 8 My Hs

bb10 9 Ha

101 10 Ha Hi|H2

0101 11 A ™

101112 Pal P3| s

10b1 13 Ha H4

1111 14 | Ma Hi|H2| M3

b1l 15 Pa P2| s
|11 16 Hae Hy M3

11b1 17 Ha Pe| P2

bb11 18 Ha Ha
b1bl 19 Ha a2
1bb1 20 Ha M4
bbbl 21 Ha

Figure 11.

Soient q,, q,, ..., g, les probabilités des états en régime permanent.
Ecrivons la conservation du flux des transitions pour chaque état, en faisant
d'emblée : py =p, =Pz =ps=p:

gy =4s 295 =q6+ 916 3415 = G1a
29, =q; + 410 d9y =q7+qg + g 3G16 = 414
93 =43 + gy, 3910 =95 + 96 + 41 3¢y =413+ 914
29, =9, + 41, 2911 =97+ 910 + 410 2918 =415 + 416
295 =94+ 4,3 3¢12 =95+ 910 + 920 2910 = 415 + 417
36 =43+ qa + qu 2913 =412 2950 = 416 + 917
2g7 = qs + 455 4914 =9o+ d11 + 912+ 921 921 =918 T 910 + 20

On sait a priori que le rang de ce systéme est 20, mais on ignore la relation
de dépendance entre ces équations, qui n’apparait pas directement.

21

Une des équations (mais laquelle?) doit étre remplacée par: » g, = 1.
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Pour le résoudre on substitue, dans un premier temps :

ds =249y 5 98 297 5 G162 q1s s G138 915 > 91a 3455

912 24913 5 420 ~ 4yo-
Restent 14 équations, qui deviennent 10, en faisant les substitutions:
93 =42 + 3413, 492297 + 415 5 91 23413 5 92y 415 + 245
Dans un troisiéme temps, le systéme se réduit & 6 équations avec les substi-
tutions :
9s =291 — G135 96 247 — d1s » 910 292 — 41 5 9 2491 — 45
Enfin on fait successivement :
913 = 6919 — 6455 et g2 > 4q, + 24q,5 — 24411_9

puis q; = 97 — 39,5 + 295 et enfin g7 = 20g,5 — 164,50,

pour aboutir & deux équations, toutes deux proportionnelles a:
223q,5 = 197q,,.

Il est alors aisé d’exprimer tous les g; en fonction de g, 5, dont la valeur sera
21
donnée par I’équation de normalisation ) ¢; = 1. Voici la solution, en

posant d = 7 817: =

9, =qs =227/d q, =284/d qg; =752/d q, = 298/d

q¢ =547/d q, =q5 =372/d qo =941/d q,, = 341/d

G =468/d g, =312/d 4,3 =156/d gy, = 91/d

d1s =916 =918 = 197/d gy =249/d qi9 = g0 =223]d gq,, = 643/d

En écrivant la conservation des unités pour I'un des 4 guichets, G4 par

21 21
exemple, on obtient : A_,, = u(q5 + ) q,-). En effet, le terme : g5+ ) g,
i=10 i=10
représente la probabilité pour que G4 soit effectivement en service. D’ou, la
condition pour que le systéme ne s’engorge pas :

A 4024

Hunt dans [1] donne 0,5115 (il s’agit sans doute d’une légére erreur numé-
rique). Pujolle dans [6] confirme notre valeur avec 0,515.

N.B.: Pour étudier la fiabilité de systémes d’équipements (ou composants) on
peut souvent adopter une formulation markovienne [7]; pour les systémes
réparables, les graphes de transition relatifs a la disponibilité sont fortement
connexes (contrairement a ceux relatifs 4 la fiabilité qui comportent un ou
plusieurs états absorbants) : on peut donc leur appliquer la méthode des coupes.

Je remercie MM. Billionnet et Krakowski de leurs trés utiles remarques.
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