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MIN-MAX POUR DES CRITERES MULTIPLES (1)

par CONSTANTIN DRAGUSIN (®)

Résumé. — On étudie le probléme de min-max au cas vectoriel (min-max de Pareto).

Dans la premiére partie on donne les conditions pour existence des points de min-max
de Pareto et une condition nécessaire pour les fonctions différentiables en direction.

Dans la deuxiéme partie on propose des méthodes de sélection.

INTRODUETION

Dans la théorie des jeux on considére une seule fonction objective et on
recherche les points de min-max ou col.

Dans cet ouvrage nous considérons des fonctions vectorielles et recherchons
Ies points de min-max Pareto. En ce cas, la définition usuelle n’est pas possible.
Il est mécessaire d’introduire une définition correspondante.

La premiére partie contient la définition des points de min-max de Pareto,
des conditions pour Dexistence et des conditions nécessaires.

Compte tenu qu’un probléme de critéres multiples a de nombreux points
de min-max de Pareto, il est nécessaire d’introduire des méthodes de sélection.

La deuxiéme partie est consacrée a la présentation des méthodes de sélection :
la méthode d’hiérarchisation, la méthode de compromis, la méthode de la
fonction de minimum et la méthode de la norme.

1. L’EXISTENCE DES POINTS DE MIN-MAX DE PARETO

Soit & et % deux espaces de Barach réels, R™ I’espace euclidien m-dimen-
sionnel et
K'"={z=(zy, ..., Z)eR"z;20,i=1, ..., m}, ¢))
K"={z=(zy, ..., Z,)€R™z;>0,i=1, ..., m}. ()
Dans R™ on considére la relation d’ordre

2 <22(* 22 « P—z'ekK™ 3

() Manuscrit regu avril 1977.
(?) Catedra Matematici I, Facultatea Transporturi, Institutul Politehnic Bucuresti.
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170 C. DRAGUSIN

et on notera

o

2l < (* >z o zZ2P-z'eK™ 4
DEFINITION 1.1 : Soit Ac &, B ¥ et f=(fi, ..., f.) °
I'x¥Y - R",

a) On rappelle que le point (x°, y°) € AX B est de min-max de Pareto
pour. la fonction f sur 4 x B s’il n’existe pas de points (x, y) € 4 X B qui satis-
fassent aux conditions suivantes :

0 f(x »°) S £ 00 S FG°, 9);
(i) ou [[f(x% »)=f(x ¥ | >0
ou [|f(x° ¥)—f(x°% ) || > 0.
b) On rappelle que le point (x°, y°)e Ax B est de min-max de Pareto

faible s’il n’existe pas de points (x, y)€ A x B qui satisfassent la condition
suivante :

(@) f(x ) <f(° %) <f(°, p).

REMARQUE 1.1 : La condition (ii) est équivalente & I’affirmation suivante :
(i) «il existe soit iy soit joe {1, ...,m} tels que :

ou fi, (%, ¥°) < fi, % ¥%) £ £, (% ¥)

ou fj, (x, %) = f;, (%% »°) < fj, (X% ) ».

DfrintTiON 1.2 @ La fonction f = (fy, ..., fn) : £ X% — R™ est appelée
semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) au point (x°, »°)
(sur Ax B) par rapport & x (resp. »), si les fonctions partielles f; (., ¥°)
(fi(.,»), yeB) [resp. f;(x°% .) (fi(x,.), xeA)], Vi=1,...,m sont
semi-continues inférieurement (resp. supérieurement) en x° (sur A4) [resp. °
(sur B)].

DfriniTioN 1.3 : La fonctionnelle @ : R™ — R est appelée isotonique si
1228 = 0)20(2) )
et strictement isotonique si
2l g 22 et 2t #22 = B < (). )
Exemples : 1° La fonctionnelle ¥ : R™ — R, définie par
¥Y(z) = min z, O

15ism
est isotonique.
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MIN-MAX POUR DES CRITERES MULTIPLES 171

2° Soit Ae K™ La fonctionnelle @, :R™— R, définie par

®Q,(z) =<\ z) <= ’21 M Zi) t)

est strictement isotonique.
3° Soit £L*(R™) = { /o : R" > R™ linéaire, tel que o (K™) < K™
et { &z z) >0, pour tout z 0 } et soit & € £ (R™). Pour tout ze R",

on notera 2|2 = <ot 2 2. o)
La fonctionnelle || . || |gm (2 restriction de || . ||, & K™) est strictement
isotonique.

THEOREME 1.1 : Soit Ac &, B @, f=(fi .- rfo) : ExY—>R"
et ® :R"— R strictement isotonique. Si (x°, y°) est de point de min-max
pour la fonctionnelle ® o f sur Ax B, alors (x°, y°) est un point de min-max
de Pareto pour la fonction f sur Ax B.

La démonstration est immédiate.

LeMMe 1.1 : Soit f=(f1, ..., fw) : EX¥ — R™ (faiblement) semi-
continue inférieurement par rapport a x et ( faiblement) semi-continue Supé-
rieurement par rapport a y et ® : R™ — R isotonique et continue. Alors la
Sfonctionnelle ® o f est (faiblement) semi-continue inférieurement par rapport
@ x et (faiblement) semi-continue supérieurement par rapport @ y.

Démonstration : Soit (x°, y°) e X x¥ et (x,, y») — (x°, »°) pour n— o0.

Compte tenu que la fonction f est semi-continue inférieurement par rapport
a x, nous avons

F(x% y%) 25, (10
ot z) = lim f;(x,, )%, i=1...,m et 2°=(2, ..., 20).
n—coo
Soit € > 0. Comme la fonctionnelle @ est continue, 36 (¢) > 0, telle que
zeR™ et ||z=2°||<8() = @(%)-e<®(2),

et donc pour

(8@ o 6(e))
Z (zl 2\/;’ s Zm 2\/n—1 >

nous avons

O (2% < D(zY) +e. 1)

Notons 1 (g) = 8 (g)/2 \/ m. Alors il existe n M) =n,(e)eN tel que
nzn;(e : 5

‘ 2t =20~ 2D < 5 ) i)

| i 2/m

poui' tout i=1,...,m
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172 C. DRAGUSIN

L’isotonie de la fonctionnelle @ et les relations (10), (11) et (12) entrainent
O(f (x%, Y SO () S () +e L O(f (x,, YD+,
pour tout n = n, (¢) et donc

®(f (x°, ) £ lim ®(f (x,, ¥°))-
n—w
De fagon analogue on prouve que @ o f est semi-continue supérieurement
par rapport a y.
La démonstration est identique pour le cas faible.

THEOREME 1.2 : Soit f=(f1s «--sfm) : XY — R™. Supposons que f
est (faiblement) semi-continue inférieurement par rapport a x et (faiblement)
semi-continue supérieurement par rapport a y, A « & et B < % sont compacts
( faible). '

Alors il existe des points de min-max de Pareto pour la fonction f sur A X B.

Démonstration : Pour la fonctionnelle ®, et la fonction f on applique le
lemme 1.1, le lemme 4 [9] et le théoréme 1.1.

LemME 1.2 : Soit A < &, B = ¥ des ensembles compacts, f: X x¥ — R
une fonction ( faiblement) continue par rapport a x uniformément par rapport
a y et (faiblement) semi-continue supérieurement par rapport @ y.

@) Si

B(x)={yeB/f (x, y)=§16113)f(x, v}, VxeA,

alors
B(4)= U B, 13)
xeA
est ( faiblement séquentielle) compact.
(ii) Si '
C = {xeA[¢(x) = inf ¢ (u) = inf sup f(u, v)},
ued ued veB
alors : A
D= U (x, B(x)), (14)
xeC

est (faiblement séquentielle) compact.

Démonstration : (i) Parce que B(4) < B, il suffit de montrer que B (4)
est fermé. _

Soit (V),en < B(4), y,— »°. Alors il existe x,e 4 tels que y, € B(x,),
VneN.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



MIN-MAX POUR DES CRITERES MULTIPLES 173

‘Comme A est compact et (x,),.y =4, alors il existe une suite
(x‘,,k),‘e,v < (X)ey telle que x, —x%€ 4, et pour la suite correspondante
(’sdien> DOUS avons y, —»° et y, € B(x,), VkeN.

Nous montrerons que f (x° y°) = max f (x° y), d’ou I'on déduit
¥°e B(x°) c B(A). yeB

Soit € > 0. Comme x,,k—->x°, alors il existe k; (€) € N tel que pour tout
ky = ky (€), nous avons

SO, yn) =8 < f tnps ym) < f(°, pn)+e,  VkeN, (15)

et comme y, — ¥°, alors il existe k, () € N, tel que pour tout k, 2 k; (¢),
nous avons

TG ) < S0 0 +e. (16)
Notons k (¢) = max (ky (€), k, (g)), et soit k = k (g).
Les relations (15) et (16) impliquent
f(xnk’ ynk) < f(xo’ y0)+28’
d’ou
m f Gy Vu) < S (% ¥ (7

k=

Soit ye B(x°) et y, €B(x,); les relations suivantes sont vraies

NI N ETIES)) (18)
et
S Gonos P S f (g I (19)
d’ol, on a L
S0, ) < m £(x,, ) S lim f (%, ) S lm f (s vade (20)
k=0 k=0 k=

Les relations (20), (17) et (18) nous donnent
f &% ¥ =1, ) = max f % »),
ye

ce qui achéve la démonstration de (i).

(ii) Comme D < Ax B, il suffit de montrer que D est fermé.

S0it ((Xn Ylsen < D (X ¥a) = (x% ¥°); alors x,— x° et y,— y°, mais
Ya € B (x,).

La fonction ¢ (x) = sup f(x, y) est continue, d’ou on a

YEB
¢ (x°) = lim ¢ (x,),
n—-+w

c’est-a-dire x° e C.

vol. 12, n°® 2, mai 1978



174 C. DRAGUSIN

Maintenant, pour ’ensemble C on applique le point (i) et on a y° € B (x°)
ou (x°, °) e D. Le lemme est démontrée.

LEMME 1.3 : Soit & et ¥ des espaces de Banach réflexifs, f : £ x% — R
Jfaiblement continue par rapport a x, uniformément par rapport a y et faiblement
semi-continue supérieurement par rapport & y et qui satisfait les conditions

(6] lim f(x,y)=+w, Vye¥;

[l x[|-+c0
() lim f(x,y)= —o0, YxeZ.
1yl
Alors I’ensemble
M={(x, )eZ xY|f(x, y) =i £ Sugf(u, )}, 2y

est faiblement compact.
Démonstration : Nous montrerons tout d’abord que /# # O.
A cause de (ii), nous avons que

B(x)={ye¥/f(x,y) = sugf(x, v)}, Vxe& 22)

est un ensemble non vide et faiblement compact.
Nous notons

¢ (x) = sup f (x, v). (23)

ved

La fonction ¢ : & — R satisfait les conditions suivantes :
a) ¢ est faiblement continue sur &;
b lim ¢(x)= +o0.

llx[I=wo

En effet, soit x°e & et € > 0. Alors il existe y, € ¥ tel que
0(x%)~e < f(x% y) S 0(x°). 24

Soit (X,),ey = &, X, — x° faible. Parce que f est faiblement continue
par rapport A x, il existe n(g) e N tel que pour tout n = n(g), on a

G0, y)—e < f (x5 y) < f(x° y)+e. (25)
Les inégalités (24) et (23) impliquent

(P(xo,)--z8 é f(xin ye) < f(xo: ye)+8’
d’ou
?(x°)—28 S sup £ (x,, y) < 0(x)+2¢,
ye®

pour tout n = n(g), c’est-a-dire a).
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MIN-MAX POUR DES CRITERES MULTIPLES 175

Pour démontrer I’affirmation b), nous supposons le contraire, c’est-a-dire
lim @ (x) < oo; alors il existe M >0, tel que 9 (x) S M, Vxe& et

“x =

par la relation (23) nous obtenons :

fGx, »)EM, VxeZ et Vyed,

donc
lim f(x,y) S M,
[1=][=o
ce| qui vient en contradiction avec la supposition (i).
Les conditions a) et b) entrainent que I’ensemble

4= {xejo(x) = inf o(w)},
est non vide et faiblement compact.
Soit x° e 4 et y° e B(x%); alors on a

" min max f (u, v) = min ¢ (u) = ¢ (x°) = max f (x°, v) = £ (x°, y°)
ue 1' ved ue? ve¥

et donc (x°, y%) e.
Notons B = {J B (x). L’ensemble B est fermé [le lemme 1.2 (i)]. Montrons

x€d
que B est borné, donc faiblement compact. Supposons:le contraire, alors il

existe une suite (,),.y < B, telle que ||y, || — o, quand n— co. 11 existe
une suite (x,),.y < 4, telle que y, € B(x,). Mais 4 est faiblement compact,
il existe, par suite, (X, )yey < (Xn),en telle que x,, — x° faible, x° € 4 et pour
la suite correspondant (¥, )y, DOUs avons ||y, || — .

Soit &€ > 0. Considérons maintenant la définition de ¢ et la continuité
faible de f par rapport & x, uniformément par rapport a y, alors il existe
k (€) e N, tel que pour tout k£ = k (¢) et y € %, nous avons

SO0 D)= < f Gines S S Congs V) < F GO, pud+e, (26)
&ou
| (O y)—2¢ < lim £ (<2, y,),

, k=
ce qui contredit I’hypothése (ii).

Comme A c & et B < % sont faiblements compacts, en vertu du lemme 1.2,
M = |) (x, B(x)) est faiblement compact, et le lemme est- démontré.

x€Ad

THEOREME 1.3 : Soit & et ¥ des espaces de Banach réflexifs,
=1 fu) : TXY > R”

vol. 12, n°® 2, mai 1978



176 C. DRAGUSIN

faiblement continie par rapport a x uniformément par rapport a y et faiblement
semi-continue supérieurement par rapport 4 y et qui satisfait aux conditions :

() Lm f(x,) = +0gm Vyed;

1x{|-o0

(i) lim f(x,y) = —0Ogm Vx€Z.

flyll—+e0

Alors la fonction f a des points min-max de Pareto sur Z x%.

]

Démonstration : Soit A€ K™ La fonctionnelle @, of : x% — R, ou @,
est la fonctionnelle de la relation (8), satisfait aux conditions du lemme 1.3,
et a donc des points de min-max ou col. Du théoréme 1.1 il en résulte que
ces points sont de min-max de Pareto pour la fonction f sur & x%¥.

Soit £:% — R™ et x° he X, alors 8£(x°; k) est la différentielle de la
fonction f au point x° en direction A.

THEOREME 1.4 : Soit A, < %, B, © % des ensembles ouverts,
f=U1 s fw) : A1 x By — R™ différentiable en direction sur A, x B, et
A = Ay, B < B, des ensembles fermés et convexes.

La condition nécessaire pour que (x°, y°) € Ax B soit un point de min-max
de Pareto pour la fonction f sur AXB est que

w(x°, y°)
={(hy, h)eZ x¥[3(0y >0, a1, > 0)
tels que
(x°+o by, y)edxB, (x°, y°+a, hy)eA X B,
8 ((x°, ¥°); (hs; 0)) < Ogm, 8 (2%, 3°); (0, B)) > O} (27)
soit un -ensemble vide.

Démonstration : Supposons le contraire, c’est-d-dire W.(x°, y%)-# @,
et soit (A, hy) € W (x°, »°); alors il existe o, > 0, a, > 0 tels qu'on a
(°+oy by, %) eAxB et (x° y°+a,h)e AXB pour tous 0 < oy <
et 0 < o, £ .

De la différentiabilité en direction, .on a

&P+ by, YO — £ ¥°) = a; 87 (X% ¥%); (hy, 0))+05 (), (28)
TG0 YO Hay hy)—F (x% ¥°) = 0,87 (%%, ¥%); (0, hp))+05(0),  (29)
lim ‘i"@=om, i=1,2
w0t o

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



MIN-MAX POUR DES CRITERES MULTIPLES 177

et ensuite qu’il existe 0 < &, < «, et 0 < &, < a,, tels que

57 (% ¥; (hyy o)+ 280 < gﬁf«x", Wi hs o), (30)

oy

et .
85 (%, ¥°); (0, )+ fg‘—’ > %Sf @, ¥ (0, hy)). @31)

2

Parce que A4 et B sont convexes, alors on a (x°+a; &;, y°+0a, h,) € AXB.
De (28), (29), (30), (31) et (27), on obtient :

F0+ahy, ¥ < F(x°, 3°) < £ (x° O+, b3),

ce qui contredit la définition de (x°, y°); d’ou le théoréme.

2. SELECTION DES SOLUTIONS DE MIN-MAX DE PARETO

Dans ce qui- suit, nous. exposerons des méthodes de sélection des points
de min-max de Pareto.
2.1. La méthode de hiérarchisation

Soit f=(f1s - s f)  EXHU >R, AcX et Bc ¥.
Notons
A0=A, B0=B,

B;(x) = {yij—l/fj(x! y) = sup f;(x, U)}, Vxed;_,,

veBjy~1
A;={xed;_1/o;(x) = iof @;@)= inf sup f;(u, )},
ueAdj-1 ucAy;~1 veBjo1
Bj=_'7 U Bj(x)9
xedy

pour tout j =1, ..., m.

PROPOSITION 2.1 : Si A,,X B,, # @, alors tout (x, y) € A,,X B,, est un point
de min-max. de Pareto pour la fonction f sur A X B.

Démonstration : Soit (x°, y°) € 4,,% B,,. Parce que
ApncA,_c...c A cA,
B,<B,_ c...cB;<B,

alors (x° y°) € A4, x B, pour tout k' =0,1, ..., m.

vol. 12, n® 2, mai 1978



178 C. DRAGUSIN

Supposons, maintenant, que (x°, y°) n’est pas un point de min-max de
Pareto pour la fonction f sur 4 x B. Alors il existe (x, y)e 4 x B tel que :

D £ Y% S £ S£G° 9);

(i) ou || £(x, ¥~ £ ) || > 0 ou || £(x% 3)— f(x% ¥°) || > 0.

De la relation (i) il résulte y € B, (x°) et xe 4,, d’ol (x, y)e 4, x B,.

D’une maniére analogue nous obtenons que (¥, y) € A, % B,, pour tout
k=0,1,...,m ce qui contredit la relation (ii).

La proposition est démontrée.

ReMARQUE 2.1 : Si (x°, »°) est un point de min-max de Pareto pour la
fonction f sur Ax B, alors x° est de point de minimum de Pareto pour la
fonction partielle (., °) sur 4, mais y° est un point de maximum de Pareto
pour la fonction partielle f (xd, .) sur B.

REMARQUE 2.2 : Dans la méthode antérieure on peut remplacer j par ¢ (j),
ol o est une permutation des indices { 1, ...,m } Dans ce cas nous avons

A X By # Ay(myX B,y € qui exprime le fait que I’ensemble des points

de min-max de Pareto est nombreux.
REMARQUE 2.3 : Si f: Zx% — R™ est continue, et 4 =« ¥ B = ¥ sont
compacts, alors 4, x B,, # @.
2.2. La méthode de compromis R
Soit f=(fy . sfo) IXY>R" Adc® Bcd et hek™
Considérons la fonctionnelle
Ry 0) = O £ (5000 = 5 M, )
et notons
A, x B, = {(x, y)e Ax B[F, (x,v) £ F,(x, y) £ F,(u, y), V(u, v)eAx B}.
La proposition suivante est une conséquence du théoréme 1.1.

ProPOSITION 2.2 : Si A, x B, # @, alors tout le point qui appartient &
Uensemble A, X B, est de min-max de Pareto pour la fonction f sur Ax B.

REMARQUE 2.4 : On peut considérer seulement des vecteurs A.el,ﬁ'?" tels
que Z }"i =1 (7“ = 0"19 LA ] 7"m))'
i=1

REMARQUE 2.5 : Sipour A € K™, (x°, y°) € 4, x B,, alors (x°, y°) est un point
de min-max de Pareto faible pour la fonction f sur A'xB.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations. Research



MIN-MAX POUR DES CRITERES MULTIPLES 179

REMARQUE 2.6 : Si f=(fy, ..., m) : XY — R™ est (faiblement) semi-
continue inférieurement par rapport a x, uniformément par rapport i y et
(faiblement) semi-continue supérieurement par rapport a y, mais 4 = &
et Bc % sont (faiblements) compacts, alors 4XxB # O.

2.3. La méthode de la fonction de minimum

Soit f=(f1 - s S) : EXY >R, AcZ et B Y.
On considére la fonctionnelle

G(x,y)= min fi(x,y), V(x,y)eZx%,

15iEm
et notons ‘
A°xB® ={(x, y)e AxB|G(x, ) £ G(x, ) < G(u, y), V(u, v)eAXB}.
PROPOSITION 2.3 : a) Si A°x B® # @, alors les points de A°x B® sont de
min-max de Pareto faible pour la fonction f sur A X B.
b) Si A°x B® est formé d’un point, alors il est de min-max de Pareto pour
la fonction f sur Ax B.
2.4, La méthode de la norme

Soit f=(f1s s Sm) : EXY >R, AcX et Bc Y.
Nous considérons le vecteur o = (o, ..., &,), ol

o;= inf  fi(x, ), i=1,...,m
(x,y)eAXB

et supposons que || a || < co.
Nous formons la fonctionnelle

m 1/p
l“,,(x,y)=IIf(x,y)—ocll,,=<.=21|ﬁ(x,y)—a.-l”) ,

oul=p< oo,
Notons

A,xB,={(x, )eAxXBIT,(x, ) £T,(x, ) ST, (u, y), V(u, v)eAxB}.

Parce que || . ||, est une fonctionnelle isotonique strictement sur K™, du
théoréme 1.1 il résulte la proposition suivante.

PROPOSITION 2.4 : Si A, X B, # O, alors les points de A,x B, sont de min-
max de Pareto pour la fonction f sur A x B.

REMARQUE 2.7 : Dans le cas p = 1, pour tout (x, y) € 4 x B, nous avons
rl(x’ y) = '*—Zl (fi(x, Y)"“i)

vol. 12, n° 2, mai 1978 5



180 C. DRAGUSIN

et

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

on obtient le méme résultat comme la méthode du compromis pour

x=(l.,l,...,i>.
m m m
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