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UN NOUVEL ALGORITHME
POUR LA PROGRAMMATION NON LINEAIRE (*)

par J. ABaDiE ()

Résumé. — L’article expose un nouvel algorithme pour la résolution des problémes de
programmation non-linéaire. Des expériences numériques préliminaires y sont présentées,
qui ‘montrent cette méthode pleine de promesses. Une généralisation termine Pexposé pour
donner une nouvelle classe d’algorithmes.

Notre objet est d’exposer succinctement une nouvelle méthode de réso-
lution des problémes de programmation non linéaire, que nous considérons
sous la forme canonique

ming(X), f(X)=0, as<X<h, M

ol X, a, b sont des vecteurs-colonne de R"; ot @ £ X < bsignifiea; £ X; < b i
Vieg ={1,...,n}; ol f(X) = Osignifie /; (X) = 0,Vies = {1,..,m},
les fonctions ¢, f; étant deux fois continfiment différentiables. Nous supposons
tout d’abord @; = —c0, b; =400, Vje€ #.

f(X) est considéré comme un vecteur-colonne de R™. Nous désignons les
gradients de ¢, f; en X par ¢’ (X), f{ (X), qui sont des vecteurs-ligne de R,.
La notation f’ (X) désigne le jacobien en X des fonctions f; (X), i € £ ; I’élément
en ligne i et colonne j est df;/0X ;- Nous supposerons toujours. que le rang du
jacobien est égal au nombre m de ses lignes. On peut alors en extraire une
sous-matrice inversible d’ordre m composée de m colonnes je %. Nous
appelons A" le complémentaire de 4 par rapport a ¢. Le vecteur X se décompose
de fagon naturelle en x = (X)); 4 €t ¥y = (X)), j€ %, qui sont des vecteurs-
colonne d’espaces R"™™ et R™. Le jacobien est partitionné en 9f/0x et 9f/dy.

Donnons a X un accroissement z, qui se décompose lui-aussi en 4, k, et
posons

X'=X+z  Cesta-dire x'=x+h, y'=y+k. Q)
Lions A, k par la relation
f(X)+a—[h+(?—fk=0, 3)
0x dy
qui définit k en fonction de 4, et considérons ’expression lagrangienne
Lh)y=o(X+2)+uf(X+2), 6]

ou u est un vecteur-ligne de R,,, et ou u f(X+2z) est donc le produit scalaire
de u et f(X+z). Tenant compte de (3), le gradient L’ (0) (vecteur-ligne de

(*) Regu novembre 1977.
() Electricité de France et Université Paris-IX — Dauphine.
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R,_,) satisfait &
-1 -1
ron=| %0 oy [, 000 p .
ax ay\ay) ox dy\ dy

Simplifions cette expression en déterminant u par

6_(p +u€f =0 (5)
dy 0y
et en posant
of
s + =g, 6
6x ox 8 ©)

Le gradient L' (0) s’écrit alors :
L©0)=g¢ ™

Les conditions du 1€ ordre de Lagrange s’écrivent f(X) =0, g = 0 : nous
supposons qu’elles ne sont pas réalisées.

Si ’on avait la matrice des dérivées secondes L” (0), supposée inversible,
la méthode de Newton pour minimiser L () donnerait

h=—L"(0)'g"

Nous employons en fait une méthode quasi newtonienne, qui donne a chaque
itération une approximation H de L”(0)”!, déduite de l’approximation
de H a litération précédente et des accroissements Ax, Ag de x, g entre ces
deux itérations. A se calcule alors par

h=—Hg ®)

La formule choisie pour modifier H est celle de Broyden-Fletcher-Shanno
(BFS), que le lecteur pourra trouver, par exemple, dans l’excellent livre
d’Avriel ([3], p- 333).

Nous arrivons ainsi, 4 un premier stade de l’algorithme dont I’itération
courante est, en désignant par X son point initial, et par €, €, deux constantes
positives :

pas O : on connait un point initial X;

pas 1 : calculer ¢' (X), f' (X);

pas 2 : extraire de f' (X) la matrice inversible 0 f|0y, ce qui donne la base 8,

pas 3 : calculer u et g par (5) et (6); si ||f|| <& et ||g]|| <&, FIN;

pas 4 : si la base B est identique a la base de I’itération précédente, modi-
fier H par la formule BFS; sinon, poser H = I;
pas 5 : calculer h par (8), puis k par (3);
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pas 6 : X, calculé par (2), est le point initial de Ditération suivante :

Ce premier algorithme se réduit a une méthode classique a métrique variable
lorsque m = 0, et & une méthode quasi newtonienne pour résoudre un systéme
d’équations non linéaires de n équations a n inconnues lorsque m = n : cette
derniére réduction montre qu’il ne peut y avoir convergence que si le point
de départ est assez proche de la solution souhaitée. Nous modifions donc cet
algorithme comme suit. Les pas 1 & 5 ne changent pas. Posons

X°=X+0z ©)
et introduisons la fonction /(0) déduite de L (h) :
10) = (X)) +uf (X,

dont nous connaissons la dérivée /' (0) = gh <0 :

pas 6.1 : poser 0, = 1; si 1(8,) < [1(0), poser 0* = 0,, et aller en 6.3;

pas 6.2 : calculer, par une suite d’interpolations quadratiques, 9* tel que
0 < 6* <0,,1(0% < 1(0),

pas 6.3 : X est le point initial de Pitération suivante :

En fait, pour ’instant, ce n’est pas ce que nous avons programmé dans notre
code. Nous avons plutdt utilisé une idée récente de M. J. D. Powell, incluse
dans une autre méthode [8] : cette idée consiste & introduire la fonction de
pénalité

P(9)=(p(Xe)+i§inIﬁ(Xe)|a (10)

ol les p; sont des scalaires positifs. C’est sur cette fonction P (0), et non / (6),
que nous appliquons les pas 6.1 & 6.3, en prenant p; = | u;| si »; # 0, une
autre valeur positive si #; = 0. On s’assure facilement que la dérivée pour
0 = 0, dans notre méthode, existe :

P'(0) = ghfZJ(ui—Eip.-)f.-(X) <0, (11)
g=+1 si f(X)20, g=-1 si fi(X)<0, Vied. - (12)

Remarquons par ailleurs que le « pas 2 » doit étre soumis a deux impératifs,
contradictoires parfois : assurer une « bonne inversion » de df/dy, et ne pas
changer trop souvent de base (voir pas 4). On pourra opérer par une suite
d’éliminations gaussiennes en cherchant, pour le premier impératif, le pivot
de plus grand module 7 dans chaque ligne, et pour le second en acceptant le
pivot ayant le méme indice de colonne qu’a Iitération précédente si son module
n’exceéde pas am (nous prenons a = 1/2).
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236 J. ABADIE

Passons maintenant au cas ou, dans (1), certains b; ou a; ne sont pas + co.
Les modifications a apporter a 1’algorithme concerne les points suivants :

pas.2 : la base & ne doit, si cela est possible, contenir aucun indice j tel que
X; = a; ou X; = b;; si cela n’est pas possible, effectuer des pivotages jusqu’a
ceque k; =2 0siX; =a;,etk; <0siX; =b;: cela peut étre assuré par une
méthode de programmation linéaire.

pas 3 : définissons 1a face # par

FcN e F={j|(X;=a;etg;20)o0u(X;=b;etg;<0};

on remplace g par sa projection en imposant g; = 0, Vje #, sans modifier
les autres composantes de g.

pas 4 : on modifie. la matrice H pour qu’elle approxime la restriction de
L” (0)™* au sous-espace A —ZF.

pas 6 : au lieu de considérer d’emblée 6 = 1, on limite § par la condition
a £ X® < b, qui donne 0 < 0;; c’est cette valeur de 6; que ’on prend en
considération, si 8; < 1, au

pas 6.1 : avec la modification suivante : si 8, est trop petit, ce que 1’on teste
par /(8 < 1(0) et [1(8,)—1(0)]/[6, ! (0)] > 1—¢ (nous prenons € = 1/10),
on procéde a des doublements, voire 4 des triplements de 6, suivis de projections
de X° sur le parallélotope a £ X < b, tant que la fonction / (8) diminue et que
le test précédent est satisfait [rappelons qu’en fait c’est P (8) que nous utilisons,
jusqu’a présent, ou lieu de /(0)].

EXPERIENCES NUMERIQUES

Des expériences préliminaires ont été menées en utilisant 4 problémes-test :
les problémes 2 et 3 de Colville, et les problémes 1 et 3 d’Himmelblau (ce sont,
dans chaque série, les deux premiers ayant des contraintes non linéaires; les
problémes 2 et 3 de Colville figurent aussi sous les numéros 18 et 11 dans la
série Himmelblau; le lecteur trouvera les énoncés dans ’excellent livre [5] de
cet auteur). A titre de comparaison, nous avons utilisé une variante de la
méthode GRG [1], [2], qui passe pour la plus rapide des méthodes existantes
(voir les expériences numériques comparatives de Colville [4], Staha [7],
‘Sandgren [6], ou la méthode GRG se classe chaque fois premiére). La
variante utilisée est bien plus rapide et précise que celles qui ont figuré dans les
comparaisons de ces auteurs. La machine est une IBM 370/168 de la Direction
des Etudes et Recherches d’Electricité de France, avec OPT = 2.

En ce qui concerne les deux problémes Colville, deux points de départ
différents sont proposés par cet auteur, I’un faisable et I’autre non. IlIs sont
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ALGORITHME POUR LA PROGRAMMATION NON LINFAIRE 237

désignés dans la table ci-aprés par f et nf. Les points de départ donnés par
Himmelblau pour ses problémes 1 et 3 sont non-faisables.

Temps (en secondes)
Problémes
GRG nouvelle
méthode
Colville 2f.......... . 0,343 0,110
Colville 2 nf......... 0,260 0,136
Colville 3f.......... 0,083 0,017
Colville 3nf......... 0,070 0,016
Himmelblau 1....... 0,045 0,014
Himmelblau 3....... 0,112 0,007

La précision obtenue est supérieure pour la nouvelle méthode (contraintes
avec une erreur relative inférieure & 1072, environ 8 chiffres exacts pour les
valeurs des x;).

En conclusion, la nouvelle méthode semble prometteuse, et mérite d’étre
améliorée et approfondie.

GENERALISATION

Posons A = f (X), et désignons par 4™ un inverse a droite de 4, c’est-a-dire

une matrice (n, m) vérifiant A4™ = I. Voici deux exemples :
o4 O(n—rn)xm .

Exemple 1 : AT = ((af/ay)_l)’

Exemple 2 : A* = AT (44AT)" 1.

La généralisation proposée consiste a estimer les vecteurs-ligne u € R,
y € R, par

=—¢'(X) 4%,y = ¢’ (X) +uf" (X).

La solution générale de (3), c’est-a-dire f(X)+A4z = 0, est
2 =—A* f(X)+(I—A4") d,

ol d € R” est arbitraire. On prendra d = iy T, o H est une matrice nxn a
transformer par la formule BFS, et ol y joue le rdle de la dérivée du lagrangien.
Le lecteur retrouvera notre nouvelle méthode en prenant 4* définie dans notre
exemple 1 et en posant y = (g, 0,,).

voli 12; n° 2, mai 1978
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