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UNE METHODE RAPIDE DE RESOLUTION
DE CERTAINS PROGRAMMES LINEAIRES
A STRUCTURE EN ESCALIER (*)

par J. B. Lasserre (') et F. RouBeLLat (%)

Résumé. — Une méthode de résolution de certains problémes de programmation linéaire a structure
« en escalier » est présentée. En mettant en évidence une propriété de la matrice des contraintes le
probléme est résolu en une séquence de 2 N — 1 sous-problémes (si N est le nombre de « marches »). Une
condition suffisante pour appliquer la méthode est donnée.

Dans laréalité peu de problémes ont cette propriété. Souvent, seule une sous-matrice de la matrice des
contraintes la posséde. Aussi pour exploiter cette propriété, les exemples présentés utilisent le principe
de décomposition de Dantzig-Wolfe. La sous-matrice ayant la propriété énoncée devient alors la
matrice du sous-probléme qu’il faut résoudre en utilisant le principe de décomposition. L’autre sous-
matrice devient celle du maitre programme. La résolution du sous-probléme étant trés rapide on peut
dire que larésolution du probléme initial se raméne pratiquement a celle d’un probléme dont le nombre de
contraintes est celui de la matrice du maitre programme.

Des résultats d’application sur un probléme de planification de production de grande taille sont
présentés.

Abstract. — A method for solving a class of multistage linear programming problems is presented.
Using a property of the constraints matrix, we replace the original problem by a finite sequence of
2 N —1 subproblems (if there are N steps). A sufficiency condition on the constraints matrix for the
method to be valid, is given. In fact, few problems have this property. Often, only a submatrix satisfies
the sufficiency condition. So, to take this fact into account in the presented examples, we have used the
Dantzig Wolfe decomposition principle. The submatrix which has the required property becomes the
matrix of the subproblem to be solved at each iteration of the Dantzig Wolfe’s method. The other
submatrix is the matrix of the master program. As we solve the subproblem very efficiently, solving the
original problem is practically equivalent to solving a linear programming problem with a number of
constraints equal to the row number of the master program matrix, which can be a great benefit.

Applicationnal results about a large scale production planning problem are also presented.

(*) Regu juillet 1978.
(') Laboratoire d’Automatique et d’Analyse des Systémes du Centre national de la Recherche
Scientifique. Toulouse.
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172 ). B. LASSERRE, F. ROUBELLAT

Dans cet article, nous nous intéressons a la résolution d’un certain type de
problémes de programmation linéaire, connu sous le nom de « problémes en
escaliers », qui peut étre représenté par la structure suivante :

A1X1=b1,
i—1
Z LUXJ+A1X,=bl pour 2§l§N,
ji=1
1)
Xi;()t Vi'
max y C;X;,

i=1

ou A4;, L;; sont des matrices, b;, X ; des vecteurs colonnes et C; des vecteurs
lignes.

Ce type de problémes a fait I’objet de nombreux travaux, et un certain nombre
de méthodes existent pour le résoudre [1 a 4].

Pour notre part, nous avons été amenés i nous intéresser & ce type de
problémes a travers deux études ayant pour objet la planification d’unités de
production [5, 6]. Les modéles définis pour la planification & moyen terme de ces
unités se prétent particuliérement bien a l’application de la méthode de
décomposition de Dantzig-Wolfe, que nous avons retenue pour les traiter [6, 7].
Chacun des sous-probiémes associés a cette méthode est de la forme (1) et a des
particularités et des propriétés telles que nous avons pu définir une méthode qui,
quand une certaine hypothése de base est vérifiée, permet de les résoudre assez
simplement, en traitant 2 N — 1 sous-problémes de taille plus réduite. C’est cette
méthode que nous nous proposons de présenter et de justifier ici. Un des deux
exemples d’application que nous avons traités est présenté également, ainsi que
d’autres cas de modgeles traités par une méthode classique et qui pourraient étre
résolus a I’aide de la méthode proposée, en utilisant toujours la décomposition
de Dantzig-Wolfe.

I. STRUCTURE DU MODELE RETENU

Pour le probléme de gestion de production que nous avons traité par la
méthode proposée, le modéle retenu prend en compte seulement les contraintes
essentielles du processus de fabrication, a savoir [6, 7] :

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



METHODE RAPIDE DE RESOLUTION 173

(a) Les contraintes de gammes de fabrication, qui imposent une cohérence sur
’état d’avancement des différentes opérations de chaque produit; elles s’écrivent
pour chaque produit i, 1 SiZp:

X(o, i, k)=X(a, i, k—1)
+XS(a—1,1i, k)—XS(a, i, k),
2Z2a=N,,

XS(, i, <Y X(a—j, i, k—1), )
j=0
X(1, i k=X (1, i, k—=1)—XS(1, i, k),

k=1, ..., T,
X(o, i, k)=0, XS(a, i, k)=0,

ou a est 'indice du rang de I’opération dans la gamme du produit i, n, étant un
paramétre connu lié 4 «, et tel que n,=n,,, —1; k est I'indice de I'intervalle de
discrétisation de ’horizon d’optimisation T; X («, i, k)est la quantité du produit
i en attente devant I'opération o au début de l'intervalle k+1; X (a; i, k) =0;
XS (a, i, k)estla quantité du produit i qui subit ’'opération o pendant I’intervaiie
k; XS(a, i, k)=0.

(b) Les contraintes liées A la limitation des moyens disponibles pour réaliser
les différentes opérations; elles s’écrivent :

Y XS(w i, k) falo, D)E1, (3)
(@, i)ely
ou B est 'indice des moyens 1 < < M; I gest I’ensemble des couples (a, i) tels que
I'opération o du produit i utilise la machine B; [ f(a, i)] 7! est la quantité
maximale du produit i que la machine f§ peut exécuter pour I’opération o sur
I'intervalle k.

\

(c) Les contraintes associées aux objectifs de livraison proposés a la
fabrication, sous la forme de quantités Q (i, k) du produit i & fabriquer pour
I'intervalle k :

; XS(Nivi’j)='_Zl Q@ j)+e@ k). 4

J
Cette contrainte a pour but de mettre en évidence la variable d’écart £ (i, k) qui
intervient dans le critére.

Compte tenu de la structure linéaire des contraintes ainsi définies, nous avons
choisi d’utiliser un critére linéaire ayant deux composantes :

— la premiére pénalise I’écart ¢ entre les quantités a livrer et les quantités
effectivement fabriquées sur chaque intervalle;

vol. 14, n° 2, mai 1980



174 J. B. LASSERRE, F. ROUBELLAT

— la seconde pénalise 1’écart entre la capacité de moyens disponibles et la
charge effectivement planifiée, sur chaque intervalle.

L’expression détaillée de ce critére est donnée en [7]. Le plan de production a
moyen terme cherché est alors défini par ’ensembie des X S («, i, k) obtenus pour
la solution optimale du programme linéaire ainsi défini (en tenant compte
évidemment de la positivité des variables X, XS).

Pour un tel programme la matrice des contraintes peut se mettre sous la
forme :

ou les blocs M ; sont les contraintes de gamme (2) propres a chaque produit, la
matrice L regroupant les autres contraintes (3) et (4). Cette structure est typique
pour I'application de la méthode de décomposition-coordination de Dantzig-
Wolfe que nous avons retenue pour traiter ce probléme [6, 7]. Toutefois au
niveau de chacun des sous-problémes liés aux matrices M ;, les modéles retenus
sont tels que I’on retrouve la structure en escalier du modeéle (1). C’est pourquoi il
nous a paru intéressant de pouvoir résoudre le plus simplement possible chacun
de ces sous-problémes, en exploitant au maximum leurs particularités. Ceci nous
a conduit a définir la méthode suivante.

II. PRESENTATION DE LA METHODE

Cette méthode a donc pour but de résoudre les sous-problémes associés a la
décomposition de Dantzig-Wolfe, qui sont définis par les contraintes de la
forme (2). Chacun de ces sous-problémes est bien de la forme générale (1), que
nous utilisons pour ’exposé de la méthode.

R.ALR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



METHODE RAPIDE DE RESOLUTION 175

Au probléme défini par (1), nous pouvons associer N sous-problémes P,
1<i< N définis par

i—1

P AiXizbi_Z L”XT, Xigo, 2§i§N,
i ji=1
max C; X ; )
et
})1 - A1X£=b1,
max Cl Xx,
avec
j=i+1
A j, solution optimale du dual du sous-probléme P ; défini par
riA;zCy .
i1 25j=N, (7)
min x,.[b,.— > Lj,X;"], '
i=1
X*, solution admissible quelconque du systéme linéaire
-1
=1

Nous supposons alors que I’hypothése suivante est vérifiée :

(a) Hypothése de base
Vi, 2<i<N, la solution optimale XA ; du dual du probléme P ; défini par (9) :
Aidz C i

i-1 9
min )\,l|:b[_2 Lin;‘:|, ( )
j=1

existe et est constante YV X ¥ satisfaisant la condition (8).

Sous cette hypothése, on va définir une procédure permettant de construire
simplement une solution admissible du probléme initial (1) et une solution
admissible du probléme dual initial. On montrera alors que la fonction critére
calculée pour cette solution du probléme initial est égale a la fonction critére du

dual calculée pour la solution duale construite. Donc, la solution construite est
bien optimale.

vol. 14, n° 2, mai 1980



176 1. B. LASSERRE. F. ROUBELLAT

(b) Procédure

Premiére étape : Résoudre les problémes P; pour i=N, N—1, ...,2 en
utilisant une solution admissible X ¥ arbitraire.

Ceci permet de calculer les solutions optimales duales A; dans un ordre
convenable pour calculer les valeurs C ;.

Deuxiéme étape : Résoudre les problémes P; pouri=1,2, ..., N en utilisant
les solutions optimales duales A ; calculées a I’étape 1 et en choisissant pour X ¥
les solutions optimales X ; obtenues pour P;, 1<j<i—1.

(c) Proposition

Lessolutions X =(X;,X,, ..., Xy)et A=(Ay,A,, ..., Ay)ainsi construites
sont les solutions optimales primale et duale du probléme initial défini par (1).

(d) Démonstration

(i) par construction, la solution X est admissible pour le probléme primal;
(ii) par construction, la solution A est également admissible pour le probléme
dual.
En effet on a bien
AyAyZCy, dual de Py,
Ay_1 Ax_y gCN—l =Cy_;—AyLyy_y,

dual de P, _,,
)\'N—IAN—1+A‘NLNN—12CN—1’ } N=t

N
}"iAigéi=Ci_ z }\iji:

j=i+1

N
A+ Y A L=2Cy,

j=i+1

dual de P,,

(iii) dans la deuxiéme étape de la procédure, on a, a la solution optimale pour
chaque P; :

i—1
CIX,'—:}\.,(b‘—Z LIJXJ)’ (10)
ji=1

d’aprés la propriété des solutions optimales primale et duale, et I’hypothése de
base retenue.

On a donc, en revenant a la définition des C; :

N i-1
C:Xi—{ 2 )“iLji>Xi:7"i<bi_ -; Linj>,

j=i+1 j

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/ Operations Research



METHODE RAPIDE DE RESOLUTION 177

en faisant la somme on obtient :

Z CiX;= Z Aib; —Z A lilLqu"' Z( %, MLﬁ)Xl

i=1 Jj=i+1

Montrons que les deux derniers termes s’annulent. Pour cela calculons le
coefficient du terme en X, dans le premier. Ce coefficient est égal a

N

Z ALy

i=k+1
qui est bien égal au signe prés au coefficient de X, dans le dernier terme.
Donc, pour les solutions admissibles X du primal et A du dual calculées par la

procédure, on a
N

Y CiXi= sz

i=1 i=1
Cette égalité des valeurs des critéres du primal et du dual montre bien que les
solutions ainsi construites sont optimales.

(e) Conclusion

Donc, si ’hypothése de base (a) est vérifiee, la résolution du probléme
d’optimisation linéaire (1) se raméne a la résolution séquentielle de 2N —1
problémes de type (5), de taille beaucoup plus réduite.

ReMARQUE : En fait ’hypothése de base ci-dessus peut tre remplacée par une
hypothése moins forte, a savoir : pour tout i tel que 2<i< N, on sait calculer la
solution duale optimale du sous-probléme P; sans connaitre les solutions
optimales des sous-problémes P ; pour 1<j<i—1.

On verra que c’est le cas pour ’exemple que nous présentons.

En effet, pour que la relation (10), qui est & la base de la démonstration
ci-dessus, puisse étre écrite, il suffit d’étre assuré que les valeurs A; qui y
interviennent sont les solutions optimales du dual (7) lorsque les valeurs X # qui
interviennent dans le critére de (7) sont les solutions optimales, inconnues
a priori, des sous-problémes P,, 1<I<i—1.

1. APPLICATION AU MODELE PROPOSE

Pour le modéle proposé en 1, les sous-problémes A, issus de la décomposition
de Dantzig-Wolfe, définis par les contraintes (2), sont bien de la forme
générale (1) :

A {Aka=bk—L,,k_1Xk_1, K=2,..., T,
’ A1 X,=by,

vol. 14, n° 2, mai 1980



178 J. B. LASSERRE, F. ROUBELLAT

On va montrer que I’hypothése de base est vraie pour les sous-problémes
de A;. Pour cela, on fera la démonstration pour le dernier sous-probléeme

ATXT=bT_LTT—1XT—1’ XT;O,} 1)

max Cr Xy

et on va montrer que la propriété est vraie a condition de changer parfoxs Ly,
en L,,_,, c’est-a-dire en transformant le probléme initial A, en A,, mais on
montre que ces deux problémes ont la méme solution.

Ensuite, on réitére le méme raisonnement sur

A1X1=b1,
\. Aka=bk_ka—1Xk—lv ’
T—1
/ X,20,  X,20,

\ max Y C, X,
k

et ainsi de suite jusqu'a A,.

Le sous-probléme (11) s’écrit en I’explicitant (et en supprimant ’indice i pour
alléger 1’écriture) :

X, +XS(, =X (o, T—1)+XS(a—1, ),

XS@ DY X(—j, T-1),

j=0
<a=<N,
sEas (12)
X1, D+XS(1, =X, T-1),
X220, XS§$=0,
N N
max » C,X(o N+ Y CoXS(a, 7).
a=1 a=1
Pour alléger I’écriture, nous posons également
u,=X (@, T-1), X(ax, N=X,,
n (13)

=Y X(a—j, T—1), XS T)=XS,,
j=o

R.A I.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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(12) s’écrit sous la forme :

X, +XS,—XS,-1=u,, 2<a=N,
XS, Zv,,

X1+XSI =Uyq,
Dy < X0, XS0,

N N
max[z C. X+ ) C;XSa].
a=1 a=1

(14)

/

Or D, correspond a la structure définie en (1). Pour résoudre ce probléme D, ,
nous allons donc essayer de lui appliquer aussi la méthode proposée. Pour cela, il
faut démontrer que I’hypothése de base s’applique a ce probléme D,. Au
probléme D, on peut associer deux sous-problémes

X, +XS,—XS,_.=u,,
XS,<v,, 2<asN-1,
X1+XS1=u1,

X=0, XS=0,
N—-1 - N-1 -
max[z C.X.+ ) C;XSa],
a=1

a=1

(15)

Xy+XSy=uy+XSy_,,
XSy =Sy, Xy20, XSy 20, (16)
max(Cy Xy +Cy XS,).
Le dual de (16) s’écrit :
Avz2Cy,
Ay +Ay2=Cy,
Ay 20,
min [(uy +XSy_ ) Ay +0y ML)

Pour calculer la solution optimale A., Ay de ce dual, deux cas sont a
considérer :

(17

Premier cas :
1
Cy<Cy,

alors :
Av=C,, AL=0.

vol. 14, n° 2, mai 1980



180 J. B. LASSERRE. F. ROUBELLAT

donc la solution optimale du dual est évidemment indépendante du choix
de XS, _,.

Deuxiéme cas :

CyzCy.
La solution optimale de (17) dépend du rapport
uy+XSy_,;
ry=—.
Uy

En effet, si ry>1 :
Av=Cy., AL=CL—Cy,
siry<1:
Ay=C},  A,=0.
Donc a priori, dans ce cas, la solution optimale du dual dépend du choix
de XSy_;-

Or nous avons démontré (¢f. Annexe) que 1’on avait
q

(A) = 3 au moins un optlmuthel que uN+XSN l_vN,} (18)
non(4) = a l'optimum uN+XSN 1Sy,
avec
Cyonyot TCxony+ - G +Cy 26,y

A <> CIIV "N+ tes +CIIV—1+CN ;CN—HN’ (19)

et cela dans le cas ou ny_; =n,, car sinon, par hypothése, on a uy + XSy, £

Donc, a 'optimum, la valeur de r, par rapport a 1 dépend uniquement des
données du probléme, d’aprés les conditions (19) :

Premier cas

Les conditions (19) ne sont pas toutes satisfaites
Alors uy + X XS ~n_1 Svy et la solution optimale du dual (17) est :
Av=Ch, M\, =0.
Il est alors possible, puisque la relation (18) est démontrée a I'optimum de

transformer le probléme D,_, en D,_,, en remplacant la contrainte initiale
XSy_,Svy_, par la nouvelle contrainte

XSy_1Svy—uy et Ny

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



METHODE RAPIDE DE RESOLUTION 181

Ceci nous permet de définir un nouveau probléme transformé D, qui a méme
solution optimale que D, .

Sur ce nouveau probléme, le dual du sous-probléme (16) vérifie I’hypothése de
base.

Deuxiéme cas :
Les conditions (19) sont toutes satisfaites

Alors uy +X—SN_1 =vy et la solution optimale du dual (16) est :

An=Cy, Ay=Cy—Cy.

Or il est possible de montrer que 3 au moins un optimum du sous-probléme
Dy_, qui satisfait toujours la condition r,=1, ce qui est suffisant pour
’utilisation de I’hypothése de base, d’aprés la remarque finale du paragraphe 1.

En effet, dans D, _,.on a

Cioi=Cy +hy
ou

Ci,=C}_,+Cy.
Comme d’aprés (19) on a
CI(J—nN—-l +.o.. +C1:/—I ch—nN—l ’

il cxisle au moins une solution optimale de D, _, telle que
XS,

En effet, supposons que la solution optimale S obtenue est telle que

g1 gul\’—lx»V—l .

XSy _py—1<Uy_py-1 (si évidemment uy_, _,>0).

Soit alors ¢ tel que e=u,_, - _}(§N—"N4'

On peut construire a partir de S une nouvelle solution S’ qui utilise toutes les

valeurs des variables X et XS obtenues pour S, sauf pour les variables définies
ci-dessous :

{XS,Q_,~=EN_]+8 pour j=1,...,ny+1,
XNony-1 =X N ny-1 &
Une telle solution S’ est encore admissible par construction. De plus, la valeur du
critére qui lui est associée est celle de S modifiée de la quantité
d=e(Cy_py-1+Chpy+---+Cyy +Cy)20,

puisque (A) est vérifiée.

vol. 14, n° 2, maj 1980



182 J. B. LASSERRE, F. ROUBELLAT

Donc : si >0, on démontre ainsi par ’absurde que S ne pouvait pas étre une
solution optimale, donc que & ’optimum on a bien

XSy ny-1 ZUn—ny-1
si =0, S’ représente une nouvelle solution optimale vérifiant bien
XSN—nN—l ZUy -1

En répétant ce raisonnement, on peut montrer que I'on a une solution
optimale de D, _, telle que

XSN_j guN—nN—l +uN_,,N +.oootuy

pour j=1, ..., ny+1.
Donc a 'optimum de D,_, on aura bien
R nn+1
XSy_1+uy= 'Zo Uy =UnF Uy -t
j=

ou encore .
XSy_ +uy2vy.

Par suite il existe un optimum ayant la propriété voulue.

Donc en étendant cette démonstration a tous les problémes D, (ou D,si D, a
été transformé) 1 <a< N —1, on démontre bien que I’on sait construire une
solution optimale du dual de D, qui ne dépend que des données de Dy et qui est
donc indépendante de u, et v,,.

Par suite, en revenant aux définitions (13) de u, et v,, ceci démontre que la
solution du dual du sous-probléme (11) vérifie I’hypothése de base, & condition
toutefois de transformer dans certains cas A, en A, lorsque certains D, sont
transformés en D . '

Par suite ’application de la méthode proposée a la résolution des sous-
problémes de la forme (2) est possible. Nous avons donc testé cette méthode, sur
IBM 370-168 : pour un sous-probléme de 1 500 variables, 1 500 contraintes, le
temps de traitement est de 8/100 de seconde au lieu de 1 mn 9 s si ’on utilise le
code IBM MPSX /370 de programmation linéaire; un sous-probléme de 600
variables et 600 contraintes est résolu en moins de 1/100 de seconde.

En revenant au probléme global a traiter dans le cas de ’application retenue,
on obtient un probléme de 2208 contraintes et 2709 variables. La
décomposition de Dantzig-Wolfe donne un maitre programme de 470
contraintes. Les 5 sous-problémes obtenus ont une taille qui varie entre 440
contraintes et 490 variables et 272 contraintes et 322 variables.

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



METHODE RAPIDE DE RESOLUTION 183

Pour le probléme global, les résultats obtenus en utilisant cette méthode pour
résoudre les sous-problémes issus de la décomposition sont donnés sur le
tableau, pour 9 problémes différents. On peut remarquer que 'utilisation de la
décomposition de Dantzig-Wolfe entraine un phénoméne de « queue »
(convergence asymptotique vers l’optimum), qui pourrait €tre éliminé en
utilisant la variante dite du « multiple pricing » [8]. Toutefois, si on appelle A la
différence entre les valeurs du critére pour la solution initiale et pour ’optimum,
dans tous les cas on a fait baisser cette valeur de plus de 999 A/1 000 en moins de
4 minutes de calcul sur IBM 370-168, avec 200K de mémoire centrale. En
utilisant le code MPSX 370, I'optimum a toujours été atteint pour des temps
compris entre 2mn 30s et 5 minutes, et avec 800 K de mémoire centrale (si on
réduit la place en mémoire, le temps de calcul croit rapidement).

IV. CONDITION SUFFISANTE POUR QUE L’HYPOTHESE DE BASE SOIT VERIFIEE

L’exemple d’application précédent montre que la démarche, pour vérifier
I’hypothese de base nécessaire pour Vutilisation de la méthode proposée, peut
étre complexe. Or nous avons constaté que ’approche par la décomposition de
Dantzig-Wolfe utilisant la méthode proposée pour traiter les sous-problémes
était applicable a d’autres modéles de planification aux caractéristiques voisines
de celles du cas concret étudié [4, 5, 9, 10]. Ceci nous a conduit & définir une
condition suffisante simple permettant de conclure qu’un programme linéaire de
la forme (1) peut étre résolu 4 I’aide de la méthode proposée. Cette condition est
applicable aux modéles cités en [4, 5, 9, 10]. Elle se décompose en deux parties,
pour les modeles de la forme (1) :

(1) 4; est de la forme, ou peut étre réarrangé sous la forme, d’'une matrice
triangulaire par blocs, ou chaque bloc n’a qu’une ligne, selon le schéma de la
figure ci-dessous :

B

1
C21 By
€31 C32 B3 ™
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les élémentsh,, . I=1, ..., n,;,desblocs diagonaux B;sont tels que 'un au moins
de ces ¢léments est strictement positif, et tous les éléments des blocs de type C
sont négatifs ou nuls.

(i) tous les éléments des matrices L ;; sont négatifs ou nuls, et tous les b ; sont
positifs ou nuls.

Sous ces conditions, la solution optimale du dual du probléme P; qui peut
s’écrire :
Al-Xi=0(., (fx;o car u=(b,—LUX;")gO),
Pi <~ Xiéor
max C,; X ;,
est indépendante de «, donc vérifie Phypothése de base.

En effet, le probléme P ; ainsi défini est lui aussi un probléme « en escalier »,
d’aprés la structure de la matrice 4 ;. On peut donc essayer de lui appliquer la

méthode proposée, en le décomposant en M sous-problémes de la forme
i—1
IB,Y;=a;— Y C;Y;, 25isM
=1

J

Y20,

max d,Y;
et

B 1 Yl =0,
Y, 20,
max d, Y;.
Le sous-probléme de rang i s’écrit encore :

i-1

2 buyu=a;— Z CiyY;
=1 i=1
ya=z0,

max 2 daya.

=1

V;, la solution optimale du dual de ce sous-probléme ne dépend pas des valeurs
de Y;,j=1, ..., i—1. En effet, ce dual s’écrit :

bilki,gzi,, l=1, N )
i—-1
min(ai— Y cinJ.)x,.
ji=1
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ou encore
Jil . .
P 5. pour les indices [ tels que b;>0,
il
a’il . .
[ 5. pour les indices [ tels que b; <0,
il
- i—-1
min(ai— Y Cy Yj>Ki.
i=1
Donc :
si
il . Jil
max -— =min —,
b;;>0 bil by <0 bil

la valeur optimale du dual est :

A;= max %
by>0 Dl
qui est bien indépendante de Y;. Par suite, la solution optimale du dual de P,
vérifie I’hypothése de base, ce qui démontre bien que la condition est suffisante.
Sinon, il n’y a pas de solution duale admissible et le probléme primal n’a pas de
solution finie.

V. CONCLUSION

La méthode proposée permet donc, dans certains cas de structure « en
escalier », de résoudre trés rapidement et en un nombre connu a priori
d’itérations, des problémes de programmation linéaire, méme si la taille est
importante. Par suite, dans P'utilisation qui a été faite de cette méthode pour
résoudre des sous-problémes issus d’une décomposition de Dantzig Wolfe [6, 7],
cecinous a permis de ramener pratiquement le probléme initial a un probléme de
programmation linéaire dont la matrice des contraintes se réduit a la matrice de
liaison L , ce qui réduit considérablement le temps de calcul. De plus nous avons
déja constaté que dans d’autres types de modéles proposés en gestion de
production [9] ou en gestion de ressources hydro-électriques [10] par exemple,
certains sous-problémes associés a ces modéles, vérifiant la condition suffisante
énoncée, pourraient €tre traités par la méthode proposée, ce qui devrait
permettre un gain de temps de calcul appréciable.
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ANNEXE
Soit le probléme D, défini par (12) dont nous rappelons les caractéristiques :
Xa+XSu“XSa_1=ua; X1+XS1=L{1,
XS, Zv,; 2=5aZXN, XS:=v,,
Dy X, XS$,20, 1ZaZN,
N N
max Y C,X,+ Y C.XS,.
a=1 a=1
Nous voulons démontrer que
non(4) = uN-+—XSN )

et (4) = 3 un optimum ou uN-l-XSN L = Uy, avec

CI(J nN— 1+CN "N '+CI:7—1+CN2CN—nN—I’

(A) Mot +CH +CyZCy
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et cela dans le cas ou ny_, =n,y.

1. Démontrons que u, +3(—SN_, >vy =(A4).
Pour cela, supposons A non vérifiée. Cela implique qu’il existe je(l, ...,
ny +1) tel que

Cyj+ . . +Cf_ +Cy<Cy_,; (1)
d’autre part u, +?§N~, >, implique :
X'EN_I >oy—uUy=uy, F .o tUy = ﬁ,\,_2>u,\,_2+ ceetUy Ly

puisque

Xy +ﬁN—I =Uy_y +ﬁ~—2:

on démontre ainsi de proche en proche que

Uy +X—SN_1 >vy = XSy =uy_ ..Uy, tE
k=1...,]j, £,>0,

De plus, comme C;, > C, ona XSy =vy, X y =¢,- Soit alors g = k_r;nn geet
considérons la solution admissible de D, définie par o

B(_S,(,_,‘=ﬁ,q_k—e pour 1=k<j,
3(‘,(, =_fN —E,

X,(,_j=XN_j+a,

les autres variables étant égales a leur valeur optimale.

Le colt C’ associé a cette solution est alors, si C est le colit associé a la
solution X, XS :

C'=C+e (Cy_;—Cy_;—Cl_js1— ... —Cjy_, —Cy).

Le coefficient de € étant positif d’aprés (1), on a donc C’>C. Ceci voudrait

donc dire que la solution X, XS n’était pas la solution optimale ce qui est
contraire a I’hypotheése.

2. Démontrons que A = uy +XSy_, 2 vy (si vy =0, C’est automatiquement
vrai).
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Supposons qu’a ’optimum on ait

F(EN_1+uN<vN,

nous allons faire une démonstration par 1’absurde : cela veut dire que

XSy i <vy—uy=uy_ Fuy_,+... Fuy_, .

Deux cas se présentent selon que X,,_, est nul ou non.

Premier cas : X ,,_, #0

On construit alors une nouvelle solution admissible

#_111—1 :?N—l —E,

ﬁ&q =X—SN—1 t+e,
X=Xy +e.

les valeurs des autres variables restant inchangées avec
e=min(Xy_,, uy_ +uy_,+...tuy_,, —XSy_y) (>0).

Le critére C’ associé a cette nouvelle solution, si C est celui associé a la
solution X, ﬁ est

C'=C+¢&(Cly_+Cy—Cy_,),
ou
Cyv_1+Cy—Cy\_,20.
Si(Cy_,+C—C, ,)est strictement positif, la solution ainsi construite est

meilleure que la solution X, Xg, qui était optimale, ce qui est impossible; d’ou
contradiction avec ’hypothése.

Si(Cy_,+Cy—C,_,)=0, deux cas sont a envisager :
o) YA’,_,, #0.

Alors on a forcément XSj,_, +uy =v, (puisque

},(,_1 #FO0=e=uy_ +uy ,+...+tuy_,, —ﬁ,\,_l).

On a donc trouvé une autre solution optimale qui vérifie bien la propriété
demandée.

- CQFD.
B) Xn.,=0.

On continue la démonstration en utilisant la démarche présentée ci-dessous
pour X, _,=0.
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Deuxiéme cas : X ,_, =0
Si X_, =0, alors cela revient a dire que

ﬁN_l <uy_;+...Fuy_,, = XSy, <uy,+...tuy_..,

puisque 'on a
0=X,_, =ty +XSy_,—XSy_,.

On recommence alors le raisonnement qui vient d’étre fait ci-dessus, selon que

—X—N_z est nul ou non.

En itérant cette démarche :

— ou bien on arrive a une étape pour laquelle on démontre, comme dans le.
premier cas ci-dessus, que la solution optimale n’était en fait pas la meilleure, ce
qui est absurde;

— ou bien on arrive sans conclure au cas limite ot un optimum a été construit
pour lequel

XS

N=np <uN—nN 4

Mais pour arriver a ce cas limite, il a fallu, par construction, que ’on ait
YN_}:O pour tout j=1, ..., ny—1.

Alors on peut construire une solution admissible X ’ telle que

F(E;,_j=_X_SN_j+s; ji=1, ..., ny,
},:, =YN+8,
Xy =X iy =,

avec e=uy_, —X_SN_,,N, les autres variables restant inchangées.
Le critére associé a cette solution X’ est alors :
C'=C+e(Cp +...+C{_+Cy—Cy_, ),
C'=C+A,
si A>0 [c’est-a-dire (£#0) et (C,(,_,,N +... —CN_nN);éO], alors on a

contradiction avec ’hypothése d’optimalité.
Si A=0 alors on a fabriqué un optimum ou par construction

—)—(E,'V_l-}-u,\,:vh,. CorD
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En effet, on a

! —
XSN—-nN =UN_ny s

’ — ' 3
XSN—nN+1 _uN—nN+l +XSN—nN

- N-ny+1

et comme

-, = B

XN—nN+1 _XN—nN+1 _0!
on a

17

XSN—nN+1 FUN _npyr1 TUN_y

etc.

ﬁ,{,_j=uN_j+...+uN_nN; ji=1, ..., ny,

uN+X—S,(,_1=uN+uN_1+ ooty =Uy.
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