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AMELIORATION
DE LA STABILITE NUMERIQUE D'ALGORITHMES
DE RESOLUTION DE PROGRAMMES LINEAIRES A MATRICES
DE CONTRAINTES CLAIRSEMEES (*)

par P. Toria (1)

Résumé. — La plupart des codes récents de résolution de programmes linéaires utilisent des
décompositions triangulaires de la matrice de base dérivées des méthodes de Bartels et Golub ou Forrest
et Tomlin. Les premiéres sont caractérisées par une bonne stabilité numérique et une exploitation
rationnelle du faible pourcentage de coefficients non nuls de la matrice de base; les secondes permettent
une assez bonne exploitation du creux de cette matrice et une mise en eeuvre informatique simplifiée par
rapport d laméthode de Bartels et Golub. Nous proposons, dans cet article, une méthode & actualisation
de la décomposition triangulaire de la matrice de base, proche de celle de Forrest et Tomlin, qui exploite
de fagon satisfaisante le creux de celle-ci tout en améliorant la précision des résultats.

Mots clés : Programmation linéaire, méthodes LU, pivotage partiel,

Abstract, — Most of the last linear programming codes use triangular décompositions of the basis
matrix like those of Bartels and Golub or Forrest and Tomlin. The first methods take rationally
advantage of the small rate of non-zero coefficients of the basis matrix and have a good numerical
stability; the second methods take in consideration only the sparsity of the basis matrix by means of
simple data structures. We suggest in this paper, a method, like the LU factorization of Forrest and
Tomlin, which takes the best advantage of the sparsity of the basic matrix while having a better
numerical stability.

Keywords: Linear Programming, LU methods, partial pivoting.

INTRODUCTION

Les premiers codes de résolution des programmes linéaires basés sur la
méthode du simplexe de Dantzig [4] utilisaient essentiellement la forme produit
de I’inverse (P.F.1.) qui consiste a conserver I'inverse de la matrice de base sous
forme du produit des différentes matrices d’élimination de Gauss-Jordan
construites successivement a partir des colonnes entrant dans la base. Les
principaux inconvénients de cette méthode sont essentiellement une assez

(*) Regu juillet 1982,
(*) Institut de Programmation, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris-VI, 4, place Jussieu,
75230 Paris Cedex 05,
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20 P. TOLLA

mauvaise exploitation de la structure clairsemée de la matrice de base et une
médiocre stabilité numérique due aufait que les différents pivots d’inversion sont
choisis impérativement a P'aide du deuxiéme critére de Dantzig qui permet
d’obtenir 4 chaque itération une solution de base réalisable.

L’apparition des méthodes LU qui fournissent a chaque itération une
décomposition de la matrice de base en produit d’une matrice L et d’une matrice
triangulaire supérieure U, a permis d’élaborer des codes plus rapides, exploitant
de fagon satisfaisante I’existence du faible nombre de coefficients non nuls de la
matrice de base, et dotés, pour certains d’entre eux, d’une bonne stabilité
numérique. La méthode d’actualisation de la décomposition LU de la matrice
de base préconisée par Bartels et Golub [3] est considéreée, a juste titre, commela
plus stable car elle utilise au cours de chaque itération une stratégie de pivotage
partiel pour achever la triangularisation de la matrice de base. Les méthodes de
Tomiin [10], Forrest et Tomlin [5] s’attachent, quant a elles, 3 utiliser au mieux
1a faible densité de coefficients non nuls de la matrice de base, sans se préoccuper
de la stabilité numérique au niveau de chaque itération; la seconde est la plus
souvent utilisée en raison, probablement, d’'une mise en ceuvre facilitée par une
certaine simplicité de manipulation de la structure de données nécessaire a la
conservation des différents termes de la factorisation.

Vignes a donné dans [11] des méthodes efficaces pour contrdler la stabilité
numérique des logiciels de programmation mathématique.

Nous proposons, dans cet article, une nouvelle méthode, proche de celle de
Forrest et Tomlin, qui exploite de fagon significative le creux de la matrice des
contraintes et doit bénéficier d’une stabilité numérique améliorée car elle
autorise le choix du seul coefficient diagonal modifié de la matrice U.

1. METHODES D’ACTUALISATION DE LA DECOMPOSITION LU DE LA MATRICE DE
BASE

1.1. Notations
Soit le programme linéaire :

Max z=c¢.X,
avec A.x=b,

x=0,

ou ¢’ et x sont des vecteurs de R”, b un vecteur de R™ et A une matrice réelle &
m lignes et n colonnes.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



STABILITE D’ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINEAIRE 21

Soit B® ]a matrice de base de la k-iéme itération :
BRI ={A", A%, .., A},

ou vy, v,,. .., v, sont les indices des variables de base.

Supposons que la colonne A° de 4 sorte de la base et que A% y entre. L’indice
de ligne du pivot imposé par la seconde régle de Dantzig est s,. Considérons une
décomposition de B® en L™ et U®, matrices respectivement triangulaires
inférieure et supérieure :

k
BW=L® yw,

EO-{t), v f={

j=1...,m

0 si i<],
1 si i=j,
U(’"={u{.‘j}i=1,_”‘m avec uf;=0 si i>J.

Jj=l....m

Remarquons que u¥ n’est pas nul pour tout i de {1,..., m}, sinon B* ne
serait pas inversible.

Notons, de plus, U¥={U®P, UP,..., U¥} ot UP est la i-iéme colonne
de U®,

1.2. La décomposition LU de Bartels et Golub [3]

La matrice de base B** 1) de la (k + 1)-iéme itération est constituée a partir de
la matrice de base B* de la k-iéme itération en otant de celle-ci la colonne
sortante A" en décalant d’une position vers la gauche les colonnes
d’indice s, +1 a4 m et en mettant en derniére position la colonne entrante A4* :

B D= { g%, | A%, A%t A% 45 ).
Soit :
H(k+1)=[L(k)]_l.B(k+1).
Alors :
H**D={UP,. .., UR, U, .. . U» [LW]~1 g%}
La forme de H**!) est donnée par la figure 1.

vol. 18, n° 1, février 1984



22 P. TOLLA

HEFD =

N
X

Figure 1

el 4

H%**) est une matrice supérieure d Hessenberg; pour ia triangulariser ii suifit
de la multiplier successivement a gauche par des matrices d’élimination de
Gauss I'"={v¥},_, , qui sont, dans ce cas, la matrice identité avec un seul

coefficient non ﬁ?lwns’c';us la diagonale, y¥,, . A chaque étape de la
triangularisation, I’élément diagonal &;; ou I’élément sous-diagonal 4;, , ; dela
matrice obtenue a partir de H** 1) peuvent étre choisis comme pivot; on aura
par exemple :

Yoy = ~hivq, il si lhii'glhi+1,ila
i+1,i —hi,i/hi+1.i Si lhiiH<|hi+1,i“

k+1)y _T1% k k k k+1
U( )—rm—lnm—l"'r:,HJ,H( * )’

ou la matrice IT¥ est la matrice de permutation des lignes d’indices iet i+ 1, oula
matrice identité suivant le choix du pivot.

Soit :

1{(k+1) __T% k k k k+1
H =T*O¥. . .T* 1% Ho+ D,

La multiplication & gauche de H' **1) par I'*, ; modifie seulement la ligne
d’indice i+ 1 de cette matrice.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



STABILITE D’ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINEAIRE 23

1.3. La méthode LU de Forrest et Tomlin [5]

La matrice de base B** 1) est identique a celle qui est utilisée dans la méthode
de Bartels et Golub, de méme que la matrice H**. La méthode consiste a

(k+1) _ { pk+1 : k+1 k+1
annuler dans H ={Af" ). les coefficients XYY, .., iYL,
j=1l....m
: t_ k k
Soit up={0,...,0,uf  .\,..., 4}

Considérons le vecteur 7, solution de :
UM =y}
et :
Ry=I+e, .r,
ou e, est le vecteur canonique ayant 1 comme composante d’indice s, et I la
matrice identité.
La matrice inverse de R, est :

t

[R) '=I—¢, .r.

D’ou :
[R] *UR=(I- e, . 1) U =y®_ e, Uj.

La matrice ainsi obtenue n’est autre que U*) dans laquelle on a annulé les

: k k
coefficients g . .,,..., uk ..
Soit H' ** D =[R,]~ ! H**1); étant donné la remarque précédente, H' ** 1V est
la matrice H** 1 dans laquelle ont été annulés les coefficients X% L. . . AL .

H'®*1 est représentée par la figure 2.

K

e 7 l// 7

2
z

Figure 2
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24 P. TOLLA

Pour triangulariser H' ** 1), il suffira de remonter d’une position ses lignes
d’indices 5, +1 a4 m et de mettre en derniére position la ligne d’indice s,.

2. AMELIORATION DES METHODES LU DANS LE CAS DE MATRICES DE
CONTRAINTES TRES CLAIRSEMEES

2.1. Propriéteé

Soit une décomposition triangulaire de la matrice de base B*) en L® et U™,
A= la colonne entrant dans la base, 4™ 1a colonne qui en sort, et Z*) définie par :

ZW =[LW]" 1 ge

Notons /, I'indice du dernier coefficient non nul de Z*®). Alors [, = s,.
En effet si la matrice de base B** 1) de la (k + 1)-iéme itération est :

Ug, — v
BE*D={gon AT e AL A,
posons :

H(k+ 1)=[L(k)]—1.B(k+ 1).

Si [, <s,, H**1) est triangulaire supérieure, comme ’indique la figure 3.

AN

H(k+1)=L,1(k+l)=

Figure 3

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



STABILITE D’ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINEAIRE 25

Dans ce cas U** ) n’est pas inversible de méme que B** 1), ce qui est contraire
au fait qu’une matrice de base est théoriquement toujours inversible.

2.2. Méthode de Bartels et Golub modifiée

Le résultat présenté au paragraphe 2.1 a été utilis¢ par Saunders, [8],
Goldfarb, [6] puis plus récemment par Reid [7] pour améliorer I’exploitation du
creux de la matrice H** 1),

Constituons la matrice H** 1) a partir de U® de la maniére suivante : otons
de U® sa colonne d’indice s,, décalons d’une position vers la gauche les
colonnes d’indices s,+1 a /,, et mettons en /,-iéme position la colonne Z®
définie au paragraphe 2.1 :

k+1 k k k k k k
HO D ={UP,. ., UR, U®, . URZ®, U, .., UD],

S—

H**D -

Figure 4

H**1) est une matrice supérieure d’Hessenberg; on la triangularisera en la
prémultipliant par les matrices de permutation II; et les matrices d’élimination
de Gauss T, telles que celles utilisées dans la méthode de Bartels et Golub, mais,
dans ce cas, seules les lignes d’indices s,+1 a /, de H**1) seront modifiées.

(k+1) __1%
URD=THIE. . TII* HOH D,

vol. 18, n° 1, février 1984



26 P. TOLLA

2.3. Modifications de la méthode de Forrest et Tomlin

Nous utiliserons dans ce paragraphe la matrice H**!) que nous avons définie
au paragraphe 2.2 :

H&+ ”={h'f+1

L Ji=1,...,m
Jj=L....m

2.3.1. Premiére modification
Soit :

u,={0,...,0, 1 k1 .0,...,0},

AT L
ou:
uy={0,...,0,uf ..., 4, 0,...,0}
Considérons la matrice :

U® = { 1’2‘] }i=1,- b5

J=lo =5

avec uf;=ul,, , pouri=1,..., L—s,etj=1,..., [,—s,, et les vecteurs :

— - -
uk B k
S Sy 1 rl
o
uk= et re=
k K
ush A r’n*h

ou 7* est solution du systéme linéaire triangulaire :

(;k)t U“v(k) =(l;k)'.

Soit le vecteur r* de composantes r* définies par :
0 sl iSs,,

=< 0 st i>1,
e
s autrement,

"3
r*=(,...,0,7%,. .., r_.,0,. ..,0)"

R.ALR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



STABILITE D’ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINEAIRE 27
Définissons la matrice R, =I+c, (r*)".
La matrice inverse de Ry est :
-1 __
[Ri]™ ' =I—e ()"

Soit :
U'®=[R]]! Um-_-{ugf -
j=l...,m
tk __ ok M :
U =uy; S1 IF#S8y,
1k PR .
;=0 si j#Es et j<I,
I
avec : X Y ik ..
u;,,j=u:ij— Ty Ui si j=l,
=541
! k
u-"rft=u5r?x'
De méme si :

H; (k+ 1)=[Ru—1 H(k+1),

H' %+ 1 est la matrice H** 1) dans laquelle les coefficients 7% % . ., k%11, ont été

annulés et :
A
tk+1 __ hk+1 kpk+1 M H
hskf "hsg,j - 2 }‘,h,j st jéliu
t=5+1

H G+

Figure 5

vol. 18, n° 1, février 1984



28 P. TOLLA

Pour la triangulariser, il suffira de décaler d’une position vers le haut les lignes
d’indices s, +1 2 /, et de mettre en /,-iéme position la ligne d’indice s,.

2.3.2. Deuxiéme modification

Considérons la matrice R, définie au paragraphe 1.3. Nous avons vu que le
produit de [R,] ™! et U® donne une matrice dont les coefficients sont les mémes
que ceux de U, en dehors de uf , ,4,..., uk , qui sont annulés.

Soit la matrice H” ¢¥ 1 =[R,]~! H**V

H' ®*1) pest autre que la matrice H** Y dans laquelle tous les coefficients de
la ligne d’indice s, sont nuls en dehors du coefficient d’indice /,.

W//

‘4\/////6?/

H k0

Figure 6

Comme pour H'**!) dans le paragraphe précédent, H' **1) sera
triangularisée en remontant d’une position les lignes d’indices s, +1 a /, et en
mettant en /,-iéme position la ligne d’indice s,.

Cette variante fournit une matrice U%**1) semblable 4 la matrice triangulaire
supérieure calculée a l’aide de la méthode de Forrest et Tomlin a4 une
permutation des lignes et des colonnes prés; la matrice U** ") correspondante
posséde un singleton sur la ligne d’indice s,, ce qui en facilite le stockage et
simplifie la résolution des systémes triangulaires dont elle fait partie.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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2.3.3. Calcul de I'élément uf}' de U1

Forrest et Tomlin ont montré dans [5] que ‘le dernier élément de la diagonale
principale de U** 1) est pour leur méthode :

k+1 __  k t k-1 k-1 4/
Unm _us,,s,‘ s, [U( )] [L( )] A%,
ou A% est la colonne entrante, ou :
k+1 _ k kN-1
Umm _'usls, e;, [B( )] A%

Or y® =[B®]~1 4= est I’expression de la colonne entrante sur la base.

ety composante d’indice s, de y*) n’est autre que I’élément pivot
imposé par la 2° régle de Dantzig.

On retrouve une propriété analogue dans la deuxiéme variante que nous
proposons au paragraphe 2.3.2 puisque la matrice U**!) est déduite de la
matrice triangulaire supérieure proposée par Forrest et Tomlin par une simple
permutation des lignes et des colonnes de celle-ci. Nous aurons alors :

k+1  k (k)
ul,l, - usks, . yst'

La variante décrite au paragraphe 2.3. 1 posséde la méme propriété. En effet :
H/ (k+1) — [R;‘]— 1 H(k+ 1)

= —e, ("] {UY—UPe, & +[L¥) 1 arel } TIED,

Le deuxiéme terme de ce produit de matrices est la matrice U¥) dont ona 6téla

colonne d’indice s, que I’on a remplacée par [L*]~! 4% La matrice TT** 1) est

une matrice de permutation des colonnes de la matrice précédente qui décale

d’une position vers la gauche ses colonnes d’indices s, +1 a /, et met en /,-iéme
position la colonne d’indice s,.

H' 60 <[l —¢, ()] [UM - UWe, &) I6HD
+ -, (FY][L97] A%el, TIHD
=ﬂkn(k+ 1)_+_'%kn(k+1)’

o estlamatrice U® dont on a 6té la colonne d’indice s, et annulé les coefficients

k k
usk, Sp+las e o us,, I

%, peut s’écrire :
Br=—e, (")) UR[UP] L] A% el =[1 ~e,, ()] U® y® ¢t

vol. 18, n° 1, février 1984



30 P. TOLLA

[ —e, (r*)1 U™ est la matrice U¥) dans laquelle les coefficients u,, ; 41, - ., #X
ont ét¢ annulés, et y*™ el une matrice dont toutes les colonnes ont leurs
coefficients nuls en dehors de la colonne d’indice s, qui n’est autre que y*).

Comme [L™®]~! 4 a ses composantes d’indices /,+ 1 & m nulles, et U® est
triangulaire supérieure, il en est de méme pour y®.

Le coefficient diagonal d’indice s, de £, qui n’est autre que uf ! vaut uf, y{

3. STABILISATION NUMERIQUE DES METHODES LU
3.1. Méthode de Forrest et Tomlin

k+1

3.1.1. Choix en colonne de I'élément diagonal u;,,

Considérons la matrice H**1) définie au paragraphe 1.3.

Soit :

u;tt=e.:,+l u®=(,..., u.:i+l,s,+l" o u:‘,+1, m)-
Nous avons :

hf‘f,ll‘j:ul‘_“j;l pour j=s,,..., m—1.

Dans la méthode classique de Forrest et Tomlin, les coefficients
REYL. .., BE%L | sont annulés; nous allons ici annuler AXil ., .. Al a 1

de la fagon suivante :
Soit la matrice :

W(k) = Uk (I - esk e:k) + esk +1 e:p

W n’est autre que la matrice U®) dont la colonne d’indice s, a été remplacée par
la colonne canonique ¢ _ ;.

Considérons le vecteur r;, solution du systéme linéaire :

r W =i,

Sil’on permute les lignes d’indices s, et s, ; de W), la matrice résultante est
triangulaire supérieure; d’autre part les s, premiéres composantes de u; sont
nulles; on en déduit que les s, — 1 premiéres composantes et la (s,+ 1)-iéme
composante de r; sont nulles; de plus, la composante d’indice s, de r; vaut :

k
Us, +1, 5,+1

u.v,, s+l

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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Le systéme rif W™ =u}! ne peut donc étre résolu que siuf , ., est différent de
zéro. Il peut s’écrire :

t (k) k
4" { U (I—esk e;,,)'*'es.—f—l e.:, } =e.:,+l U( )
ou:
re UR—rfUWe el +rie, ., e =€, UP.
Mais e, ., ¢!, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls en dehors de celui
qui se trouve 4 l'intersection de la ligne d’indice s, + 1 et de la colonne d’indice s,
et qui vaut 1. Comme la composante d’indice s, +1 de r; est nulle, le vecteur

ligne ri/e, ., e! a toutes ses composantes nulles.
Donc :

i UW=¢  UB 4t URe, !

Comme ¢, ¢ est la matrice dont tous les coefficients sont nuls en dehors de
celui qui se trouve a I'intersection de la ligne et de la colonne d’indices s, et la 5~
iéme composante de rj vaut us, . . /uf ., nous aurons :

Sk

Wk ook
e k) £ 8 S sl 5t t
re Ule, e, = === e,

S g+ 1

Si nous posons :

* u»‘., Sp+1 ’
alors :
P U® = e, UM, e,
ou :

t__ pt k)~1
r;‘ "e.s,+l+ss.e§.[U( )] .

Soit Ry=IT+e, ., r alors :
R =I~e, i ri=I—e, 1 ¢ =eyss 8y, €, [UM] L,
Posons :
H/(k+1)=[R’/‘]—1H(k+l)=[R;‘]—1 { U“"[Iwe,ﬂej&]+[L""]“‘ A"'eﬁk} I‘I'(k+1)’

vol. 18, n°® 1, février 1984



32 P. TOLLA

ou IT"**1) est la matrice de permutation de colonnes qui décale les colonnes
d’indice s, +1 a m d’une position vers la gauche et met en derniére position la
colonne d’indice s,.

Soit H'**D=[Ri]"* {UP [T —e, el ] +[L¥] "t 4! }
=[R]™' UP I —e, el ] +[R}] T LW L 42 e!,,
H""‘“’={I—es.+1e;.“—ss,es, (e [UB[I—e, el]
+ { I- s+l es,+1 Ssk €5, +1 e:, [U(k)]— ! } (L%~ ! Aeke
=y ’—ew e UM 5 e, et —UWe e
+e, el URe, et +5, e, e +UR y® el

t k) \,(k) ,t t (k) 5t
€5 +165,41 U )y( )es,_ss,es,+les,y( )es,a

y(k) = [B"‘)]' 1 o= [U“‘)]_ 1 [L(")]_ 1 gex,
Apres transformation, on obtient :

Hff(k+ 1)_[1 e, +1es,+1] U(k) U(k) e, e§k+U("’y"" es',

— k) |,(k (k)
es,‘+1 e;k+1 U( )y( )e;k—'as es,,+1 es,,y

Les deux premiers termes de cette somme représentent la matrice U% dont on
a annulé la ligne d’indice 5,+1 et la colonne d’indice s,. Les trois termes
suivants ne sont autres que la matrice ayant pour seule colonne non nulle la s,-
iéme colonne qui est le vecteur Z%) = U™ y® =[L#]~1 4o dont on a remplacé la
composante d’indice s, +1 par —3§, y{*)

H' &+ D= g+ D177+ 1) gt |a matrice H**1) dans laquelle on a annulé les
coefficients ¥ 1! a h¥tl . (fig. 7); de plus :

hs.+1, m= —83, y(k)

Pour triangulariser H'**! on remontera d’une position les lignes
d’indices s, +2 a m et on mettra en derniére position 1a ligne d’indice s, + 1. La
valeur de uf;! sera 'opposé du produit de 8, par le pivot imposé par le
deuxiéme critére de Dantzig y* ( fig. 7).

3.1.2. Choix en ligne de I’élément diagonal u'***)

Soit Z® =[L®}~! 4% de composantes z¥ pouri=1,. .., m. Z® est la derniére
colonne de la matrice H** 1) définie au paragraphe 1.3. Nous allons ici annuler

les coefficients %% L. .., A¥%1, et A*%)!qui n’est autre que z.

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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H k+1)

Figure 7

Construisons la matrice triangulaire S®), & partir de U¥) en 6tant de celle-ci sa
colonne d’indice m et en la remplagant par Z%®).

Soit :

vt =(0,...0, u* k z¥

Sk Sger?” "2 ux,,,m—la Sy
Le vecteur r}/ est solution du systéme :
r;‘/t S(k) — v;c’

si S® est inversible et donc si z¥ est différent de zéro.
Mais :

k) k k t k
SW=py® _pyWe e 420 et
=UR I —e,eb+ )P b
=UME,]™",
ou E,, est la matrice d’élimination de Gauss Jordan telle que :
E,y®=e,.
De plus :
t__ ,t k k
vk - es. S( )_ usksk e‘:k.
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On en déduit que :

rrt (k) _ pt k k
Tk U =é, Ut )_us,:,e;,Em:

or: 1 ... 0 —yk/yk
0 '
E,= 1 =yn-1/Vm
0
| Uym ]
Donc :

k
: r__ ot k k t - k k k k Ys
si uy=e; U )_uMe,‘Em-<0,. e 00U e U s U U —,‘L)
Ym
UM =y,

On remarque que r, et r, défini au paragraphe 1.3 différent seulement par leur
derniére composante.

Soit :
R;":I'*'ex. r;",
alors :
- k)3-1
R =I—e, ry*=1—e, e +u e, E,[UY]
De plus :

H(k+1)= U("’{I—e:k e,',+y”"e§,] n/(k+ 1) U(k) [E:,]- 1 nl(k+ 1)

ou IT'** 1) est Ja matrice de permutation de colonnes qui place z*) en derniére
position dans la matrice U¥ [E, ]! et décale les colonnes d’indices s,+1 a m
d’une position vers la gauche de fagon 4 obtenir H**1),

D’ou :
[R;']—l H(k+ ”={I—e,ke§,+us".,ke,. esl. Em[U(k)]—l } U(k) [Es,]~1 I (k+1)
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ou :
- - 1 k -1 k+1)
[RA™H** D =[I—e, ef] UP[E )T T **Dtul e ¢} E, [E) U &Y,

«Sk

Le premier terme de cette somme est la matrice H**1) dans laquelle on a
annulé les coefficients de la ligne d’indice s,; le deuxiéme terme est la matrice
dont tous les coefficients sont nuls en dehors de celui qui se trouve & I'intersection
de la ligne d’indice s, et de la colonne d’indice m—1 et qui vaut :

k
L

Sy Sk 4,k
Ym-

Soit H*+D =[Ry] =t HE*D,

"k
K

H e+1)

Figure 8

Pour triangulariser H’'**1) on permutera les deux derniéres colonnes de
H’**1) puis on remontera d’une position les lignes d’indices s, +1 4 m et ’'on
mettra en derniére position la ligne d’indice s,.

L’élément diagonal u*%! de U**1) sera :

k
k+1_ _k Vs

Unm us,‘s, yk .
m

3.1.3. Choix de l'élément diagonal sur la ligne et la colonne dindices s, + 1
de H**D
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Nous allons, dans ce cas, annuler dans la matrice H*%*} les coefficients
k+1 k+1 k+1
hs.«i-l.s,:' ree e, m-D et hsk-%l.m'
Soit :
JEU__ At k) . k k k
U =€ 41 St )"(0:' -5 0, Usirt, 4107 -+ s o1, m—15 Zs,+l)'

La matrice S et le vecteur Z®» ont été définis au paragraphe 3.1.2.
Considérons la matrice W’ *) définie par :

k k
Wl( )zs( )[I'"es‘e,\:'g]'*’esﬁ-} t?_:‘,

(1813

et r, " solution du systéme linéaire triangulaire :

W O =y,

A Paide d’une démonstration analogue a celle du paragraphe 3.1.1, on
montre que :

t__ Lt kn—1t k-1
rit=e ,1+0 e, (8% =e; .1+ e, E,[UM™ L

Posons :
Ri'=I+e 1",
alors :
=1 _ ) kn-—-1
[Rk ] "'I_es,‘«{-le;l-f-l_ss, esﬁ-le.:, Em{U( )} .t
Soit :

H;‘”(k“"”:{R;‘”]“l H(k+ l)=[R;c”}- 1 { U(k) [I-*es‘ e;.‘}_*_z(k) e:k} nr(k+ 1)‘
En développant cette expression, et en la simplifiant, on obtient :
srrgk+ 1) k
H" 64D {UB e ot U UWe, o +[I—e, €] UR Y0 el
~8, €16l Epll—e, el]} TU 0,

Les trois premiers termes de cette expression sont la matrice U*? dans laquelle
on a annulé la colonne d’indice s, et la ligne d’indice s,+1. Le terme
[I—e, e, JURY® est Z® dans lequel on a annulé la composante
d’indice s, + 1.

Le dernier terme est la matrice dont le seul coefficient non nul est celui d’indice
de ligne 5,41 et d’indice de colonne m, qui vaut :

5. %5
3y o K
Yo+
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Lorsqu’on applique & droite la permutation de colonnes induite par IT" **1),
on obtient la matrice H'”’ ***) décrite par la figure 9 :

Sk

H/"kED ¢ d -
\ /
|

Figure 9

Pour triangulariser H'"'**1 il suffit de permuter ses deux derniéres colonnes,
de remonter d’une position les lignes d’indice s, +2 a m et de mettre en dernicre
position la ligne d’indice s, + 1.

L’élément uj,,,' vaut dans ce cas 8, (y*/y%).

Cette transformation n’est, bien siir, possible que si yy etuf , ., sont différents
de zéro.

3.1.4. Conclusion

La stabilité numérique de la méthode de Forrest et Tomlin est liée, en
particulier a la fiabilité de la décomposition triangulaire de la matrice de base et
donc de U%**Y); celle-ci permet en effet de calculer les facteurs qui
composent L® par le calcul de la matrice R,, et influe donc sur leur précision et
celle de L™,

Nous avons montré que I’on peut construire, & partir de H**1), quatre
matrices triangulaires supérieures dont les deux derniers éléments de la
diagonale principale seront soit uy,, et uf, yk, soit u¥, et —8§, y¥, soit z¥ et

—uf, (yE/y%), soit z et &, (y*/yk), quantités qui dépendent entiérement de

SkSk
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I'information fournie par la k-iéme itération de la méthode du simplexe. On peut
donc calculer a I’avance ces quatres éléments diagonaux en utilisant au plus
6 additions ou divisions et donc choisir les deux derniers éléments qui se
trouveront sur la diagonale principale U**1) et on améliorera ainsi la précision
des solutions des différents systémes linéaires a résoudre au cours de chaque
itération de la méthode du simplexe; on utilisera, évidemment, la procédure de
construction de R, et U%*1) définie dans I'un des précédents paragraphes en

accord avec I’élément u**! choisi.

3.2. Méthode de Forrest et Tomlin modifiée

Soit :

(k+1) _ ggk+1)| 7 _ = <
H =H |:I Z eje{I-i- Z eje;

J=h+1 Jj=hL+1
et:
Go=u® 1= 3 e lt 3 el
l— j fJ i%j
J=l+1 j=h+t

H**Y et U™ sont les matrices H**1) et U™ dans lesquelles on a remplacé les
colonnes d’indices /,+1 am par ¢, ,,,...,e,. Nous allons appliquer les
procédures décrites dans le paragraphe 3.1 a leurs sous-matrices composées de
leurs coefficients d’indices de lignes et de colonnes inférieures ou égaux a /,, en
accord avec la premiére modification de la méthode de Forrest et Tomlin.

3.2.1. Choix en colonne de I'élément diagonal u;;/*
Soit :
A =€l +8, e [U) !
et :

37 (k) . °
R —I+e‘\'k+lr;¢’

H®D_[R®N- LK+ ot |Ja  matrice H**D dans laquelle

k+1 k+1 7o ’
By e - o> MESL -1 ont été annulés.
tk+1 k .
De plus A \7, = =8, yk et :
A
tk+1 _ pk+1 i k+1 :
hih=hiit— Z re, i pour j>/,
i=5;
i#sy+1
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ou les r; ; sont les composantes non nulles de r;.

e

Figure 10

On triangularise H'**1) en remontant d’une position ses lignes d’indices
5,42 & I, et en mettant en /,-iéme position la ligne d’indice 5, + 1. L’élément
diagonal uf! vaut —38, yg.

3.2.2. Choix en ligne de I'élément diagonal uf
Soit : '
Fy=el UM —uk ol E,
et:
Ry=I+e, r".
Soit :

Hz(kd‘l):[ﬁﬁ"lH(k-i-l)’

H'®*1) est la matrice H**Y dans laquelle on a annulé les coefficients
RESE L REED REY D De plus

IR A

k

PRk s
S B 17 u—‘»"x ok

i
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H&+ =

Figure 11

Pour triangulariser H'**1) on permute ses colonnes d’indices /, — 1 et /,, puis,
on remonte d’une position les lignes d’indices s,+1 a /, et on met en /;,-iéme
position la ligne d’indice s,.

L’¢lément diagonal uf;F! vaut —uk, (y%/yf ). De plus uf*{, =zf.

3.2.3. Choix de I'élément diagonal sur la ligne et la colonne d’indices s+ 1
de H*+1

Soit :

P =l 48, €, B U]
et :

V=T, .
Alors H'"®**D=[R1™! H**1) est la matrice H**Y dans laquelle les
214 k+1 5 pk+1 k+1 o ™
eéléments Ail; ., A XL, et AELL, ont été annulés;

k
1 —8 ys,
s+1, -1 05, T
i,
et les coefficients de la ligne s, + 1 d’indice supérieur a /, ont été modifiés.
Pour triangulariser H"'** 1) on permute ses colonnes d’indices /,—1 et /,,
on remonte d’une position les lignes d’indices s,+2 &/, et on met en
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Hiu(k+l)=

Figure 12

l-iéme position la ligne d’indice s, + 1. L’élément diagonal ufr! vaut

3, y.\"k

k+1  _k
5 y[ et Wi, 1,172,
3.2.4. Conséquence

Comme dans la méthode exposée au paragraphe 3.1, on peut choisir les
éléments !, | et uf ! parmi les quatre couples suivants :

. .
(ulu b uskusu y-:i)’ (u}:h’ - 85& y“{:)’

k k
k ys, k ys. .
Zy, —ug, % et 21,8, = )
( ' e ,Vz,> S

grace a ce choix, il est possible d’améliorer la stabilité numérique de la méthode
de Forrest et Tomlin ainsi modifiée. _

On peut améliorer de la méme fagon la stabilité numérique de la méthode de
Forrest et Tomlin utilisant la modification décrite au paragraphe 2.3.2; les
seules différences porteront sur la longueur du vecteur r, et les valeurs des
coefficients d’indices de colonne supérieure a /, sur la ligne d’indice s, (ou s+1)
de H**1) qui seront annulés dans ce cas.

4. CONCLUSION

Nous avons donné dans cet article, deux variantes de la méthode de Forrest et
Tomlin qui permettent d’exploiter au mieux le creux de la matrice des
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contraintes. De plus, nous avons montré qu’il est possible de choisir, au cours de
chaque itération, I’¢lément qui apparait sur la diagonale principale de U**1
parmi quatre coefficients. Ceux-ci sont calculables de fagon trés peu coiiteuse
avant méme d’utiliser une procédure de triangularisation adaptée a chacun
d’entre eux. On obtient ainsi une fiabilité de la décomposition triangulaire de la
matrice de base qui n’était pas prise en considération dans la méthode initiale.

Abadie {1], et 'auteur de cet article [10], ont proposé des procédures qui,
tenant compte du caractére clairsemé de Ia matrice de base, en réorganisent les

\

lignes et les colonnes de fagon a réduire encore le nombre d’opérations
nécessaires & sa triangularisation.

Les procédures que nous avons décrites, ici, peuvent étre utilisées avec profit,
non seulement dans les codes de programmation linéaire, mais encore dans les
algorithmes de programmation non linéaire utilisant en particulier les notions de
gradient réduit de Wolfe et de gradient réduit généralisé d’Abadie [2].
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