
REVUE FRANÇAISE D’AUTOMATIQUE, D’INFORMATIQUE ET DE
RECHERCHE OPÉRATIONNELLE. RECHERCHE OPÉRATIONNELLE

M. ATTEIA

A. ELQORTOBI
Hamiltoniens quasi-convexes quasi-concaves
Revue française d’automatique, d’informatique et de recherche
opérationnelle. Recherche opérationnelle, tome 25, no 4 (1991),
p. 425-438.
<http://www.numdam.org/item?id=RO_1991__25_4_425_0>

© AFCET, 1991, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Revue française d’automatique, d’infor-
matique et de recherche opérationnelle. Recherche opérationnelle » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
legal.php). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RO_1991__25_4_425_0
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Recherche opérationnelle/Opérations Research
(vol 25, n° 4, 1991, p. 425 à 438)

HAMILTONIENS QUASI-CONVEXES QUASI-CONCAVES (*)

par M. ATTEIA (*) et A. ELQORTOBI (2)

Résumé. - Notre objectif est de définir la polaire projective d'une fonction quasi-convexe quasi-
concave. On utilisera dans notre étude la notion de polarité partielle d'une fonction quasi-convexe
de plusieurs variables. On adopte donc le point de vue de Laurent. Cependant, comme on va le
voir, ses résultats peuvent être étendus dans une autre direction.

Mots clés : Optimisation; fonction quasi-convexe quasi-concave; hamiltonien.

Abstract. — Our goal is to define the projective polar of a quasiconvex-quasiconcave function.
In our study, we use the notion of partial polarity of a quasiconvex-quasiconcave function of
multiple variables. Then we adopt the point of view of Laurent. However, his results can be
extended in other direction.

Keywords : Optimization; quasiconvex quasiconcave function; hamiltonian.

1. INTRODUCTION

Dans cette partie, on va rappeler certaines définitions et propriétés qui
nous seront utiles. Dans tout ce qui suit, X et X' (resp. Y et Y') sont deux
espaces vectoriels topologiques localement convexes mis en dualité séparante
par la forme bilinéaire qu'on notera de manière unique < , ).

DÉFINITION 1 : On dit qu'une fonction ƒ e Mx est quasi-convexe (qcx) si :
V(u,v)eX*X9 VA.e[0, 1], f[ku + (\-X)v]^Max[f(u),f(v)]. f est quasi-
concave (qcv) si —/est quasi-convexe.

(*) Reçu août 1990.
(*) Département de Mathématiques, Université Paul-Sabatier, Toulouse (France).
(2) Département de Mathématiques, Université Mohamed 1er, Faculté des Sciences, Oujda

(Maroc) et Département de Mathématiques et d'Informatique, Université de Sherbrooke, Faculté
des Sciences, Sherbrooke (Canada).
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4 2 6 M. ATTEIA, A. ELQORTOBÎ

On dit qu'une fonction keMXxY est quasi-convexe quasi-concave (qcx-qcv)
ou fonction selle si :

V y G Y la fonction xeX\-^k(x, y) est quasi-convexe et

V x e J l a fonction y e Yh^k(x, y) est quasi-concave.

DÉFINITION 2 : Soit ƒ e Ux.

Posons :

Vx'eX\ ƒ°(x') = -Inf{ƒ (x)/<x, x'>> 1},

/ A (x0=- In f{ / (x ) /<x ,x '><l} 5

et

Vxe l ,

ƒ0 0 (x) = - Inf {ƒ° (x')/< x, x' > > 1 }, ƒ AA (x) = - Inf {ƒ* (x')/< x, x' > < 1}.

Les foctions/* = Min(/°, fA) et fu = Mzx(f00,/AA) sont appelées respective-
ment polaire et bipolaire projectives de / .

Principaux résultats : ([lj, [2])

(i) ƒ** est la plus grande minorante quasi-convexe et semi-continue inférieu-
rement (sx.i.) d e / ; par suite, si ƒ est qcx et s.c.i., alors ƒ =ƒ**. En plus,

(ii) /°(0)= -oo et/A(O)=
En général ƒ**#(ƒ*)*, d'où on posera :

fn si « pair non nul.

DÉFINITION 3 : Soit feUx. On dira que ƒ vérifie la propriété
[resp. P(2)] si/(0)= -oo(feps. VxeX, Vae[0, 1] ƒ(aX)^/(x)).

LEMME 1 [10] : Soit f une fonction qcx et sx.i. appartenant à Üx. f vérifie
i > ( l ) o / - / 0 0 et f vérifie P(2)&f=fAA.

Remarque 1 : Comme ƒ ° =ƒ 00° (resp. / A - / A M ) , on déduit que/°(resp./A)
vérifie P(l) [resp. P(2)].

DÉFINITION 4 [10] : Soit une fonction qcxfeÛx et x e l . x ' e l ' est un sous-
gradient de ƒ au point x selon une polarité notée « 4- » si et seulement si :
ƒ + (*') +f{x) = 0 et x' n'appartient pas à {x}+ .

Recherche opérationnelle/Opérations Research
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L'ensemble des sous-gradients de ƒ au point x pour la polarité « + »
s'appelle le sous-différentiel et sera noté df(x).

1 POLARITÉ PARTIELLE D'UNE FONCTION

Étant donnée une fonction qcx-qcv k e Mx x y, nous aurons à faire certaines
opérations de polarité par rapport à la première variable ou la seconde
variable. On posera ;

VxeX (resp. Vx'eJT)

^(x)={x'eX7<x, X ' > > 1 } (resp. ^(jcf) = {x6jr/<x, X ' > > 1 } )

et

x, x ' > < l } (resp. B(x') = {xeX/(x, Je' >< 1 }).

On notera aussi Âxk et Bxk [suivant qu'on utilise l'ensemble A (x) ou B(x')],
les fonctions de deux variables obtenues en appliquant l'opération de polarité
par rapport à la première variable x e X.

Ax k (x', y) = - Inf {k (x, y)/x e A (x')} (1)

Bxk(x\ y)= - Inf {*(*, y)/xeB(x')}> (2)

On sait que Axk et Bxk sont qcx et sx.i. par rapport à x' ([2]), Elles sont
aussi qcx par rapport à y. En effet Axk et Bxk sont les bornes supérieures
d'une famille de fonctions qcx par rapport à y. En outre si k est senii-
continüe supérieurement (s.c.s*) en j ; , alors Axk et Bxk seront s.ci. en y.

Pour simplifier notre étude, nous n'introduirons pas explicitement là notion
de polaire d*une fonction qcv. Par contre l'opérateur d*inversion de signe 0
nous permettra de transformer la fonction qcx-qcvfc en une fonction qcv-
qcx 9 k (Ö k (x, y)= —k(x, y)), et par suite d'appliquer l'opération dé polarité
à Qk par rapport à la seconde variable y s Y.

/)} (3)

Bt0k{x, y')= -M{-k{x> y)/j>èBW)} = S\xp{k(xt y)/ysB(f)} (4)

On constaté aisément que AY Ôfc et BYQk sont qcx et s.C.i. en y* et qcx eîi x.
En outre, si k est sx-.L en x̂  alors AYQk et BYQk seront élkâ aussi s.c.i.

vol. 25, n° 4, 1991



4 2 8 M. ATTEIA, A. ELQORTOBÏ

en x. On posera aussi : V(x, y)eXx Y

°xk (x, y)= Max [Ax. Axk(x, y), Bx,Bxk(x, y)]

= Max[ sup inf k(u, y), sup inf k (M, y)]

x'eA(x) UGA(X') x'eB(x) u eB {x')

(ùY k (x, y) = Min [0 AY ,AY 0 k (x, y), 9 BY. BY 0 k (x, y)]

= Min[ inf sup k(x, v). inf sup k(x, v)
y'e A (y) v e A (y') y'e B (y) veB{y')

On obtient alors le résultat suivant :

Pour y fixé (resp. pour x fixé), <jxk(x, y) [resp. <ùYk(x, y)] est la plus
grande minorante qcx et s.c.i. (resp. la plus petite majorante qcv et s.c.s.) de
k(x, y), ce qui veut dire : axk(x, y)^k(x, y)^(ùYk(xi y).

Dorénavant, pour alléger l'écriture, on remplacera les symboles Ax k et
Bxk par l'unique symbole Pxk et les ensembles A(x) et B(x) par Tunique
ensemble P(x). Ainsi, par exemple, les expressions analytiques (1) et (2)
s'écriront de manière unique : Pxk(x\ y)= — Inf {fe(x, y)/xeP(x')}.

Les applications G et w nous suggèrent d'introduire un opérateur de
régularisation.

DÉFINITION 5 : Soit une fonction qcx-qcvkeÛXxY.

On appellera opération de régularisation par rapport à la variable xeX,
l'opération yXtP définie par : yXfpk — Px, Pxk. De même, on notera yYP

l'opération de régularisation par rapport à la variable y : yYPk = QPY,PYQk.

Exposons quelques méthodes pour construire des fonctions qcx-qcv. Soit
cp une fonction qcx et s.c.i. de Ux'xY. Notons par \|/F la fonction qcx et s.c.i.
de Rx'xY' définie par :

^P (*', y) = ~ Inf {cp (x, ƒ )/(x, y') e P (x') x p (y)}.

En utilisant les notations précédentes, on obtient :

La polaire projective de cp est alors : \|/ = Min (\|/̂ , \|/B). Comme (p est qcx et
s.c.i., on a : <p*# = (p. Posons :

CPP (x, ƒ) = - Inf {v|/P (x', y)/(x\ y)eP(x)*P ( / ) } .

On obtient alors : yP^Px.QPY^P^PY%Px,tyP et c p ^ M a x ^ , cpB).

Recherche opérationnelle/Opérations Research
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THÉORÈME 1 : Les fonctions kP = BPY,q>P et kP — Px^P sont qcx-qcv sur
7.

Preuve : Soient (x9 y)eXx Y.kP(x, y) = Inf {cpF(x, y')/y'e P ( j )} donc
kP (x, . ) est qcv sur Y. Montrons que kp (., y) est qvx sur X. Soient (u, v) e X2

et Xe]0? 1[. Si fcP(w, y)— + oo où fcp(v, y)= + oo alors d'une manière évidente
Zip [X w + (1 — X) v, y] S M a x [kP (u, y), kp (v, y)].

Supposons que kP{u, y)< + oo et kP(v, y)< + oo.

Considérons deux nombres réels a et b vérifiant : kP (u, y)<act kP (v, y) < b.
3(/5 zf)e[P(y)]2 tels que : kP(u, y)^yP(u, / ) g a et kP(v, y)^yP(v, z)^b.
Comme P(y) est un ensemble convexe, Xy' + (l — X)z'eP(y). Sachant que
<pP est qcx,

(w, y'), q>P(v, z ')]gMax(a5 b).

En faisant tendre (a, b) vers [ïcP (u, y), kP (v, y)]9 on déduit que kP ( . , y) est
qvx. Quant à l'autre résultat, il suffit de remarquer que \|/F est qcx sur J x 7
et on emploie le même raisonnement que précédemment. @

LEMME 2 : PYPY,(pP = (pP et PXPX,, \|/P = \|/F.

Preuve : Par construction, cp̂  (resp, q>B) est qcx et s.c.i. D'après la
remarque 1, elle vérifie la propriété (PI) [resp. (P2)]. Même chose pour \|/. @

NOTATION : SP(Xx Y) désignera l'ensemble des fonctions ƒ 6 Mx x Y qui sont
qcx par rapport aux deux variables et qui vérifient les propriétés suivantes :

THÉORÈME 2 : Soient <peÛXxY qcx et sx.i., cpP et \|/p construits comme
précédemment. Alors pour toute fonction qcx-qcv k vérifiant kp^k^kPi on a :
Jx,pk = kpi JY,pk-kp> Px^^typ et i>y0^==9p.

Preuve :

et

Par suite VA: tel que

fCp ^^ rC ̂ ^ " ' P s i X P "~~ P i Y P /Cp

vol. 25, n° 4, 1991
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et

et
PyQkP = PYQPx,\\fP=q>P => PYdk = (pP. @

DÉFINITION 6 : Soit keÛXxY.
On dira que k est de type SP si k est qcx-qcv et vérifie les deux conditions

suivantes : yx,PyYtPk = yXfPk et yY>Pyx,Pk = yY>Pk.

THÉORÈME 3 : Soit keÛXxY de type SP. Alors il existe deux fonctions quasi-
convexes cpF et y\fP vérifiant : PY8Px,\j/P = q>F et PxQPyf(pP^\\fP, telles que si
l'on pose kP — Px>tyP et kP — QPy,cpP, on ait kP^k^kP. De plus on a:
kp = yx,pk et kp = yY,pk- Enfin, q>P€SP(X* Y') et \\fPeSP(X'x Y).

Preuve : On posera kx = yx Pk et ky = jY Pk s'il n'y a pas d'ambiguïtés.
On a évidemment kx^k^ky. Comme k est de type SP, on a :

lY,pK = iY,pyx,pk = lY,pk^ky et yx,p
k
y^yx,pJY,pk = yx,pk^kx

donc yYtpkx = ky et yx>Pky = kx. Par suite, Vfc' tel que kxSk'^ky, on a :

yY,pk' = ky et yx,Pk' = kx.

Posons : PYQkx = q>P et P^^^iJ/p. On obtient :

et

Calculons kp e t

Par construction cp et \J/ sont deux fonctions qcx par rapport aux deux
variables. Pour montrer que q>PeSP(Xx Y') et \|/p G SP (X' x F), il suffit de
remarquer que pour toute fonction qcx/effP on a : PxPxPxf~Pxf
(cf- [IL P] où la remarque 1). Par conséquent,

et
Py Py, <Pp = Py Py, PyQkx= PYQ kx= (pp.

Recherche opérationnelle/Opérations Research
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Comme cpP et \\fP peuvent s'écrire aussi de la manière suivante :

<pP = Px,QPYy\fP et typ = P

on a :

et

Les théorèmes (2) et (3) suggèrent de construire une classe d'équivalence
dont les éléments extrêmes seront kP et EP.

DÉFINITION 7 : Soient deux fonctions qcx-qcv k et h'eÛx*Y et Up une
relation définie par : kRPk'oyx Pk = yx Pk' et yY,Pk = yY Pk''.

THÉORÈME 4 : RP est une classe d'équivalence. Si kP et JcP sont les fonctions
obtenues précédemment, alors

KP={keMXxY qcx-qcv telles que kP^k^kP}

est une classe d'équivalence.

Preuve ; II est clair que UP est une classe d'équivalence. En plus tous les
éléments de KP sont équivalents entre eux. En effet, soient k et k' e KP. D'après
le théorème (2), yx^pk^Jx^k'^kp et yYjPk^yY Pk' = kP. Supposons que
k' soit équivalent à keKP. On a donc yx,p^==Jx,p^r = kp d'où kP^k'. Enfin
yY,Pk=zyY Pk' = kP d'où kf^lcP. On a donc bien k'eKP. @

Remarque 2 : Toutes les fonctions qcx-qcv k situées entre kP et kP sont de
type SP. Dans toute la suite, nous ne considérerons que des fonctions qui
sont de type SP. Si k est de type SP, la classe de k est donc l'ensemble KP

des fonctions qcx-qcv k' comprises entre kP = yx Pk et kP = yYPk.

3. POLAIRES DUNE FONCTION QUASI-CONVEXE QUASI-CONCAVE

Soit k de type SP. On notera KP la classe de k.

(i) Appliquons l'opération de polarité par rapport à la première variable
xeX. On obtient une fonction PxkeUx'xY qui est qcx par rapport aux deux
variables. Appliquons ensuite l'opération de polarité par rapport à la seconde
variable y e Y et inversons le signe pour obtenir à nouveau une fonction qcx-
qcv définie sur X' x Y' que l'on notera k% et sera appelée polaire supérieure

vol. 25, n° 4, 1991
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de k par rapport à P. On obtient : kf = QPYPxk c'est-à-dire

kf(x'9 y') = Inf {-Inf {k(x9y)lxeP(x>)}fyeP(y')}=- Sup Inf k(x9 y).
yeP(y') x E P (X')

(ii) Appliquons maintenant l'opération de polarité par rapport à la seconde
variable yeY (après avoir inversé le signe). On obtient une fonction
PY 9 ke Mx x Y ' qui est qcx par rapport aux deux variables. Appliquons ensuite
l'opération de polarité par rapport à la première variable xeX. On obtient
encore une fonction qcx-qcv définie sur X' x Y' que l'on notera kP* et sera
appelée polaire inférieure de k par rapport à P. On obtient : kP* = PxPYQk
c'est-à-dire

kP.(x',y')=-Inf {-Inf {-k(x,y)fyeP(y')}/xeP(x')}

= — Inf Sup k(x, y)
xeP(x') yeP(y')

On a ainsi obtenu deux fonctions qcx-qcv k% et kP* de type SP dont la seule
différence dans leur expression est l'interversion des opérations Inf et Sup.
On a trivialement : V(x', y')eX'x TkP*(x\ y')^k*(x', / ) .

DÉFINITION 8 : L'application k* = Min(k% k%) [resp. k^ = Min(kA+, kB*)] est
appelée polaire projective supérieure (resp. inférieure) de k.

Remarque 3 ; On a toujours l'inégalité k^k*.

Au théorème (2), à partir de deux fonctions, on a obtenu kP et kP par
polarité partielle. On peut recommencer cette construction mais en inversant
les rôles de \|/P et cpP. A partir de (pPeSP(Xx Y') et i|fP e SP (Z 'x Y) telles
que q>P = Px,dPYï\fP et \|/P = PY,0Px(pPî on posera mP = QPY^P et rnP = Px(pP.
On constate alors que mp = /cj et mP = kP*. En effet mP = QPYPxk~kf car
\|/P = i \ / c et mP = PxPYQk = kp* car (pP = Pyö/c (<ƒ. théorème 2). Ainsi les
éléments k% et kP* sont les éléments extrêmes d'une classe. On notera MP

l'ensemble des fonctions qcx-qcv m définies sur X' x Y' telles que mP^m^mp,
Comme les fonctions cpP et \|/P sont les mêmes quelle que soit la fonction
qcx-qcv que l'on prend dans la classe KP, il en est de même pour m et m.
Ainsi MP dépend en fait de KP, On dira que MP est la classe polaire de KP

et l'on notera MP^K%.

Pour meMP (m est donc de type SP), on peut définir de la même façon
m% = %PY,Px,m et mP*^Px>PY,Qrn, et l'on notera M^ = K^ l'ensemble des
fonctions qcx-qcv comprises entre mP* et mp% d'où le résultat suivant.

THÉORÈME 5 : Soient keMx*Y de type SP et KP la classe de k.

Recherche opérationnelle/Opérations Research
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On a alors K^ = KP. Plus précisément si kP = Jx,pk et kP = yY pk alors
jS (c'est-à-dire vérifiant kp^m^kp*), on a : m^ = kP et mP* = kP.

Preuve : II suffît de prouver que

\fcp*) •=: fcp ftp c i v P /* J* _ P *

Soient xj/̂  = P x yY P k et <pP = PY 9yXs P fe. On a alors \|/P = P x ̂ > et <pp = PYQ kP.
Comme

et

kP = yYiPk=y

il s'ensuit que 11/̂  = ̂ ^^: et q>P = PYQk (cf. théorème 2), d'où kP* = PxtyP et

(i) En posant mP = kP+, on a :

rnP
i = QPY,Px

Si on pose mP = kf, alors :

Par conséquent Vm tel que mPSm^mp- ^ * — ̂ p-

(ii) mP!lî = JPxPy ,0mp = Px ,Py-eePy \(/p = JPx,\|/p = ̂ p. Enfin

:mP^mi^mP,mP* = kP. @

Application. Problème quasi-convexe quasi-concave

Soient /*eRXxy une fonction qcx-qcv et (w', ̂ e l ' x 7 ' . Posons :

et

Prenons

Sup h(x9y), Sup A(x,
yeB(u')

g0;) = Min [ Inf h(x,y), Inf *(*,ƒ)].
xeA(u') xeB(u')

(u\ v) = (0, 0) : ƒ (x) = Max [ - oo, Sup h (x, y)] = Sup h (x, y)
yeY yeY

vol. 25, n° 4, 1991
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et

g (y) = Min [4- oo, Inf h (x, y)] = Inf h (x9 y).
xeX xeX

DÉFINITION 9 : Soit heMx*Y. Au triplet [h, X, Y] on associe les deux
problèmes :

(P) a - I n f ƒ (x) avec ƒ (x) = Sup*(x, y)
xeX yeY

(Q) Z? = Supg(x) avec g(y) = Inf *(*, y).
yeY xeX

On conviendra d'appeler (P) le problème primai et (Q) le problème dual.
A partir de maintenant, Px représentera uniquement l'opération Bx et

P(x) l'ensemble B(x). De même, on écrira (k, 5, (p, \|/, . . .) au lieu de
(fcP, SP, cpp, \|/p, . . . ) .

THÉORÈME 6 : Soient les fonctions (p? y\f, k et k vérifiant les hypothèses du
théorème (2). Alors toutes les fonctions qcx-qcv k vérifiant k^k^k, ont les
mêmes problèmes primai et dual associés.

Preuve : Soit k arbitraire vérifiant ^

En effet :

Comme P ( 0 y / ) = Y, il s'ensuit que ƒ (x) — PYBk(x, OyO^^C** Oy)- ̂ e niême
ÖP^/cCO^,, j /)-Inf{fc(x, j ;) /xeP(O^0}' Comme P ( 0 x , ) ^ ^ il s'ensuit que
g(x) = QPxk(Oxli y)=* -ty(Ox.9 y).

On constate que pour tout k vérifiant k^k^k, on a les mêmes fonctions
ƒ en g, donc les mêmes problèmes primai et dual. @

DÉFINITION 10 : On dit que le triplet [h, X, Y] a une valeur v si l'on a

l'égalité suivante :

v = Sup Inf h (x, y) = Inf Sup h (x, y).
ysY xeX xeX yeY

THÉORÈME 7 : Soient keR*xY de type S et K la classe de k. Le triplet
[k, X^ Y] a une valeur v si et seulement si k^ (0x,, 0y,) — k* (Qx>, 0y/) c'est-à-dire
que toutes les fonctions meK* prennent la même valeur en {Qx>, 0y*)e X1 x Y\

Recherche opérationûelie/Opefations Research
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Preuve : On a : fc* = 0PyPxk et k^ = PxPYQk, c'est-à-dire :

k*(Ox,,OY,)=-lnï{Sup{k(x,y)/yeY}fxeP(Ox,)}

= — Inf Sup k(x, y)— —a

x e l yeY

k*(Ox.,OY.) = lnf{-Inf{k(x,y)lxeX}lyeP{OY,)}

— — Sup Inf k (x, y) = — ô. @.
j> e y x G X

Remarque 4 ; On ne peut trouver de résultats pareils si on remplace Px

par Ax et l'ensemble P(x) par A (x) car ̂ 4 (O^)"^ (0y,) = 0.

DÉFINITION 11 : On dit que (x, y)eXx Y est un point de selle du triplet
[h,X, Y] si l'on a: h (x, y) ̂  h (x, y) S h (x, y) \f(x,y)eXxY c'est-à-dire:
Sup h (x, y) —h (x, y) = Inf h (x, y).
yeY xeX

THÉORÈME 8: Soient keÛXxY de type S, <p = PxQkeS(Xx Y') et
^ = PxkeS(X' x Y). Le couple (x, y)eX* Y est point de selle de [k, X, Y] si
et seulement si <p(x, 0y,)

Preuve. — D'après la définition du point de selle, on a :

y<=Y

Or

et

d'où le résultat suivant : cp(x5 0y,)
De nombreux auteurs se sont intéressés à la recherche de conditions

suffisantes caractérisant les points de selle (cf. [3], [5], [6], [7], . . . ).

4. SOUS-DIFFERENTIEL D'UNE FONCTION QCX-QCV

Soit keÛXxY de type S, Pour chaque y fixé dans Y, la fonction :
xi—>&(x, y) est qcx. On notera dxk(x,y) son sous-différentiel en x. C'est
une partie (éventuellement vide) de X'. De même, pour chaque x fixé dans
X, la fonction : y i—• — k (x, y) est qcx. On notera dY k (x5 y) son sous-différen-
tiel en y. C'est une partie (éventuellement vide) de Y'.
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DÉFINITION 12 : Soit keÛXxY de type S.
L'ensemble dk{x, y) = dxk(x, y) x ôYk(x, y) est appelé le sous-différentiel

de k au point (x, y). C'est une partie éventuellement vide de X' x Y'.

THÉORÈME 9 : Soient keMXxY de type S, q> = PYQk et ^ = Pxk.
(x\ y') G dk (x, y)<*q> (x, ƒ ) + x|/ (x\ y) = 0 et {x\ y') eP(x)xP (y).

Preuve : II suffît d'utiliser la définition (4), En effet :

x'edxk(x,y) o xfeP(x) et Pxk(x\

y'edYk(x,y) o y'eP(y) et PyBkix,

k est de type S => q> e S(X x Y') et \|/ G S(Xf X F).

Ainsi

{x\y')edk{x,y) => {x\ / ) s P (x) x P (y)

et

c'est-à-dire

(x',y')edk(x,y) => (x', y')eP(x)xP(y)

et
<p(x,y') + y\f(x'9y) = 0. (5)

Inversement supposons que

cp (x5 / ) + ̂  (x\ y) = 0 et (x\ /) eP(x)xP (y).

Par définition,

Comme x'€P(x)=>xeP(x') on déduit l'inégalité suivante
^(x\y) + k(

De même,

Comme / 6 ? ( j ) = > j e ? ( / ) 5 on déduit l'inégalité suivante :
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Et d'après (5), on déduit que :

y) = 0 et <p(x, y') + Qk(x, y) = 0. @

THÉORÈME 10 : Soient keÜXxY de type S, K la classe de k et meM=K*.
Alors (x', y') edk (x, y) o (x, y) e dm (x', y').

Preuve : Soit

(resp.
Comme

Y Y ^ = PY,PY^ = y\f et

(resp. Px,rn = Px>QPYy\f = <p et P

on déduit que PY,§rn = ̂ eS(X' x Y) (resp. i Y m = cpeS(Xx Y')). Il suffit
d'appliquer le théorème précédent et la définition (4) à m :

(x',y')edk(x9y)

', jO = 0 et (xr,/)6?WxP(j;),

Qm(x\y) = 0 et (x, J)GP(X') X P(/).

Or

Px , m (x, y') + m (x', ƒ) + 9 m (x', / ) + P r 8 m (x', y)

et comme on a toujours

Px,rn(x, y') + m(x\ j/)^0 et 9m(x', /

on déduit que

Px.m{x, y') + rn(x', j /) = 0 et 0m(x'5 /

ce qui est équivalent à (x, y) e 3m (x'5 y'). @
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