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HAMILTONIENS QUASI-CONVEXES QUASI-CONCAVES (*)

par M. Atteia (1) et A. ELQorToBI (%)

Résumé. — Notre objectif est de définir la polaire projective d’une fonction quasi-convexe quasi-
concave. On utilisera dans notre étude la notion de polarité partielle d’'une fonction quasi-convexe
de plusieurs variables. On adopte donc le point de vue de Laurent. Cependant, comme on va le
voir, ses résultats peuvent étre étendus dans une autre direction.

Mots clés : Optimisation; fonction quasi-convexe quasi-concave; hamiltonien.
Abstract. — Our goal is to define the projective polar of a quasiconvex-quasiconcave function.
In our study, we use the notion of partial polarity of a quasiconvex-quasiconcave function of

multiple variables. Then we adopt the point of view of Laurent. However, his results can be
extended in other direction.

Keywords : Optimization; quasiconvex quasiconcave function; hamiltonian.

1. INTRODUCTION

Dans cette partie, on va rappeler certaines définitions et propriétés qui
nous seront utiles. Dans tout ce qui suit, X et X’ (resp. Y et Y’) sont deux
espaces vectoriels topologiques localement convexes mis en dualité séparante
par la forme bilinéaire qu’on notera de maniére unique { , ».

DerFINITION 1 : On dit qu'une fonction f e R est quasi-convexe (qcx) si :
V(u,v)eXxX, VAe[0, 1], f[Au+(1—N)v]EMax[f (w), f (v)]. f est quasi-
concave (qcv) si —f est quasi-convexe.

(*) Regu aoit 1990.
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426 M. ATTEIA, A. ELQORTOBI

On dit qu’une fonction ke R**Y est quasi-convexe quasi-concave (qcx-qcv)
ou fonction selle si :

VyeY la fonction xe X+ k(x, y) est quasi-convexe et
V xe X la fonction ye Yk (x, y) est quasi-concave.

DEFINITION 2 : Soit f e RX,

Posons :
Vx'eX', fo(x)= ~Inf{f(x)/<x, x’>>1},
SA)=—Inf{ f(x)/{x, x' )<1},

et
VxelX,

)= —Inf{fo(x")/{(x, x')>1},  f**(x)=—Inf{f*(x)/{x, x'y<l1}.

Les foctions f*=Min (f°, %) et f*=Max (f°°, f2%) sont appelées respective-
ment polaire et bipolaire projectives de f.

Principaux résultats : ([1}, [2])

(i) f* est la plus grande minorante quasi-convexe et semi-continue inférieu-
rement (s.c.i.) de f; par suite, si fest gcx et s.c.i., alors f=f*. En plus,

fég =f§$§g$$‘
(i) £°(0)=— oo et f4(0)= —Inf{f(x)/xe X}.
En général /™ £ (f*)*, d’ol on posera :
fon ={ fF si n impair

f*¥  si n pair non nul.

DeFNITION 3 : Soit feR*. On dira que f vérifie la propriété P (1)
[resp. P(2)] si f(0)= —oo(reps. YxeX, Vae([0, 1] f(a X)=f (x)).

Lemme 1 [10] : Soit f une fonction qcx et s.c.i. appartenant a RX. f vérifie
P(1)<>f =100 et f vérifie P(2)<f=f24

Remarque 1 : Comme f°=f0(resp. f2=7248), on déduit que f° (resp. f2)
vérifie P(1) [resp. P(2)].

DEerFmiTION 4 {10] : Soit une fonction qexf e R¥ et xe X. x" e X’ est un sous-
gradient de f au point x selon une polarité notée « + » si et seulement si :
fT(xX)+f(x)=0 et x’ n’appartient pas a {x}*.
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HAMILTONIENS QUASI-CONVEXES QUASI-CONCAVES 427

L’ensemble des sous-gradients de fau point x pour la polarité « + »
s’appelle le sous-différentiel et sera noté df (x).

2. POLARITE PARTIELLE D’UNE FONCTION

Etant donnée une fonction gex-qcvke R¥*Y, nous aurons a faire certaines
opérations de polarité par rapport a la premiére variable ou la seconde
variable. On posera :

VxeX (resp. Vx'eX’")
AX)={x'eX'[{x,x'y>1} (resp. A(x)={xeX/{x,x')>1})

et
Bx)={x'eX'/[{x, x'y<1} (resp. B(x)={xeX/{x, x')<1}).

On notera aussi Ay k et By k [suivant qu’on utilise ’ensemble A4 (x") ou B(x")],
les fonctions de deux variables obtenues en appliquant I'opération de polarité
par rapport a la premiére variable xe X.

Axk (X', y)=—Inf{k(x, y)/xe A(X)} 1)
Byk(x', y)= —Inf {k(x, y)/xe B(x)}. )

On sait que A,k et Byk sont qcx et s.c.i. par rapport & x' ([2]). Elles sont
aussi qcx par rapport a y. En effet A,k €t Byk sont les bornes supérieures
d’une famille de fonctions qcx par rapport 4 y. En outre si k est semi-
continue supérieurement (s.c.s.) en y, alors Ay k et By k seront s.c.i. en y.

Pour simplifier notre étude, nous n’introduirons pas explicitement la notion
de polaire d’une fonction qcv. Par contre ’opérateur d’inversion de signe 0
nous permettra de transformer la fornction qcx-qcvk en une fonction qcv-
qex 0k @k (x, y)= —k(x, y)), et par suite d’appliquer I'opération de polarité
4 0k par rapport a la seconde variable ye Y.

Ay Ok (x, y)=—Inf{—k(x, y)yeA(y)}=Sup{k(x, »)/yeA()} ()
ByOk(x, y)=—Inf{—k(x, y)/yeB(y')}=Sup{k(x, y)lye B())} 4

On constate aisément que 4,0k et B, 0k sont qcx et s.c.i. en )’ et qcx en x.
En outre, si k est s.ci. en x, alors 4,0k et By8k seront elles aussi s.c.i.
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428 M. ATTEIA, A. ELQORTOBI

en x. On posera aussi : V(x, y)e XX Y

oxk(x, y)=Max[Ady. Axk(x, y), Bx. Byk(x, y)]
=Max|[ sup inf k(u,y), sup inf k(u y)

x'€eA(x) ue A(x') x'eB(x) ueB(x")
oyk(x, y)=Min[0 Ay . 4y 0k (x, y),0 By. By 6k (x, y)]
=Min[ inf sup k(x,v). inf sup k(x,v)
yeAd(y) veAd(y) Y eB(y) veB(y)
On obtient alors le résultat suivant :

Pour y fixé (resp. pour x fix€), oyk(x, y) [resp. oy k(x, y)] est la plus
grande minorante qcx et s.c.i. (resp. la plus petite majorante qcv et s.c.s.) de
k(x, y), ce qui veut dire : oy k(x, y)<k(x, y)Soyk(x, y).

Dorénavant, pour alléger ’écriture, on remplacera les symboles Ay k et
By k par 'unique symbole Py k et les ensembles 4 (x) et B(x) par 'unique
ensemble P(x). Ainsi, par exemple, les expressions analytiques (1) et (2)
s’écriront de maniére unique : Py k(x’, y)= —Inf{k(x, y)/xe P(x')}.

Les applications 6 et ® nous suggérent d’introduire un opérateur de
régularisation.

DEFINITION 5 : Soit une fonction gex-qev ke R**Y,

On appellera opération de régularisation par rapport a la variable xe X,
I'opération yy p définie par: yy pk=Py. Pyk. De méme, on notera yy p
'opération de régularisation par rapport a la variable y : vy pk=0Py. P, 0k.

Exposons quelques méthodes pour construire des fonctions qcx-qcv. Soit
¢ une fonction qcx et s.c.i. de R¥"*Y. Notons par Y, la fonction qcx et s.c.i.
de RX"*Y" définie par :

Vp (X, )= —Inf{o (x, y)/(x, y)e P (x') X P(y) }.
En utilisant les notations précédentes, on obtient :
Vp=Px0Py.¢=Py.0Py0.

La polaire projective de @ est alors : y=Min({,, ¥5). Comme @ est qcx et
s.c.i., on a : @*=¢. Posons :

@p(x, ¥)= —Inf{ Y (x', P)/(x', Y)EP (X)X P(¥) }.

On obtient alors : @p=Py.0 Py\rp=Py0 Py . Vp et @=Max (¢ , ¢p).

Recherche opérationnelle/Operations Research



HAMILTONIENS QUASI-CONVEXES QUASI-CONCAVES 429

THEOREME 1 : Les fonctions kp=0Py.¢p et kp= Py p sont qcx-qcv sur
XxY.

Preuve : Solent (x, y)eXx Y.kp(x, y)=Inf{¢p(x, y)/y' €P(y)} donc
kp(x, .) est qcv sur Y. Montrons que &, (., y) est qvx sur X. Soient (u, v) e X?
et A€]0, 1[. Si kp(u, )= + 0 ol kp (v, )= + co alors d’une maniére évidente
kpAu+(1—A)v, yJ<Max[kp(u, y), kp (v, ¥)}.

Supposons que kp (1, y)< + o et kp (v, y)< + co.

Considérons deux nombres réels g et b vérifiant : kp (u, y)<a et kp(z, y)<b.
3y, 2)elP(P tels que : kp(u, Y)S9p(u, y)<a et kp(v, ) S9p (v, 2)<b.
Comme P(y) est un ensemble convexe, Ay +(1—2A)z e P(y). Sachant que
@p est qcx,
kphu+(1—=No, y]<ophut+(1—N)o, Ay +(1—1)z]

—_<— MaX [(PP (u: yl): (pI’ ('U, Z')] é MaX (a: b)'
En faisant tendre (a, b) vers [kp (i, ), kp (v, )], on déduit que kp(., y) est

qgvx. Quant a Pautre résultat, il suffit de remarquer que Y, est qcx sur X x Y
et on emploie le méme raisonnement que précédemment. (@

LEMME 2 : Py Py . @p=0p €t Py Px., Up=Vp.

Preuve : Par construction, ¢, (resp. @z est qcx et s.ci. D’apreés la
remarque 1, elle vérifie la propriété (P1) [resp. (P2)]. Méme chose pour {. @

NoOTATION : Sp(X % Y) désignera ’ensemble des fonctions '€ R¥ *¥ qui sont
gcx par rapport aux deux variables et qui vérifient les propriétés suivantes :

f=Py.Pyfet f=Py. Pyf.

TuEOREME 2 : Soient ¢ e R**Y gex et s.c.i., @p et Up construits comme
précédemment. Alors pour toute fonction gex-qev k vérifiant kp <k <kp, on a :
Yx, pk=kp, Yy, pk=kp, Pxyk=1Vp et PyOk=0p.

Preuve :
“%’X,PEp:P ka =Py PyOPy @p=Py. Vp=
et
'YY,P}SP=9PY'PYGISP:ePY'PYGPX’\Ij:ePY'(PP=EP'
Par suite V k tel que
kp<k<k, Yx.pk=ky, et vy pk=k,.
Pykp=Py Py ip=Vp
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430 M. ATTEIA, A. ELQORTOBI

et
Pykp=Py0Py. 0p=Vp = Pyk=\;
PyOkp=PyPy. 0p=0p
et
PyOkp=PyOPx \p=0p = PyBk=¢p. @

DEFINITION 6 : Soit ke RX*Y,

On dira que k est de type Sp si k est qex-qev et vérifie les deux conditions
suivantes : Yy pYy,pK=7Yx, pk €t Yy, pYx, pk=7Yy pk.

TuiorEME 3 : Soit ke RX*Y de type S,. Alors il existe deux fonctions quasi-
convexes Qp et Yp vérifiant : Py0 Py \p=0p et Py 0 Py, @p=\p, telles que si
l'on pose kp=Py.Vp et kp=0Py.@p, on ait kp<k=Zkp. De plus on a.
kp=vx. pk et kp="vy pk. Enfin, 9pe Sp(X X Y’) et Ype Sp(X' X Y).

Preuve : On posera k,=vy pk et k,=7y pk §’il n’y a pas d’ambigiiités.
On a évidemment k, <k <k, Comme k est de type Sp, on a :

Yv,prkx=7%y, pYx, pk=7y, pk=k, et Yx,pKy=Yx, pYy, P k=Vx, pk=k,
donc vy pk,=k, et vy pk,=k,. Par suite, V£’ tel que k,<k'<k,ona:
Yy, pk' =k, et Yx,pk'=

Posons : Py 8k, =@p et Pyk,=Vy,. On obtient :

PyO® Py @p=PyOPy. PyOk,=Pyvyy pk,=Pxk,=V{p
et

PyOPy p="Py0 Py Pxk,=PyOyy pk,=Py0k, =0,
Calculons kp et kp :

=Py Yp=Px. Pyk,=vx pk, =k, kp=0Py. @p=0Py. PyOk,=vy pk .=k,

Par construction ¢ et { sont deux fonctions qcx par rapport aux deux
variables. Pour montrer que ©peSp (X% Y') et YpeSp (X' x Y), il suffit de
remarquer que pour toute fonction qcxfeR* on a: Py Py Pyf=Pyf
(cf. [1], [2] ou la remarque 1). Par conséquent,
PXP \‘,P PXPXPXk PXk \llP
et
Py Py.@p=PyPy PyOk,=Py0k,=@p.

Recherche opérationnelle/Operations Research



HAMILTONIENS QUASI-CONVEXES QUASI-CONCAVES 431

Comme @, et ¥, peuvent s’écrire aussi de la maniére suivante :
©p=Px 0 Py\p et Vp=Py.0 Py @p,
ona:

Py Py @p=Py. Py Py. 0 Py\p=Py.0 Py \jp=
et
Py . Py\ip=Py. Py Py.OPy. 0p=Py.0 Py 0p=Vp. @

Les théorémes (2) et (3) suggérent de construire une classe d’équivalence
dont les éléments extrémes seront k, et k.

DerFiniTioN 7 @ Soient deux fonctions qcx-qev k et kK’ e R¥*Y et R, une
relation définie par : kR k' <= vy phk=7x pk' et vy pk=1vy pk'.

THEOREME 4 : R, est une classe d’équivalence. Si kp et kp sont les fonctions
obtenues précédemment, alors

Kp={ ke R**¥ gcx-qcv telles que kp<k<kp}

est une classe d’équivalence.

Preuve : 11 est clair que R, est une classe d’équivalence. En plus tous les
¢léments de K, sont équivalents entre eux. En effet, soient k et k"€ Kp. D’aprés
le théoréme (2), vy, pk=7vx pk'=kp et vy pk=7vy pk'=kp. Supposons que
k' soit équivalent 4 ke Kp. On a donc yy pk=1v4 pk’'=kp d’ou kp<k’. Enfin
Yy, pk=7y pk'=kp d00 k' Skp. On a donc bien kK'eKp. @

Remarque 2 : Toutes les fonctions qcx-qcv k situées entre k, et kp sont de
type Sp. Dans toute la suite, nous ne considérerons que des fonctions qui
sont de type Sp. Si k est de type Sp, la classe de k est donc I’ensemble K,
des fonctions qcx-qev k' comprises entre kp=1vx pk et kp=1vy pk.

3. POLAIRES D’UNE FONCTION QUASI-CONVEXE QUASI-CONCAVE

Soit k de type Sp. On notera K, la classe de k.

(i) Appliquons I'opération de polarité par rapport a la premiére variable
xeX. On obtient une fonction Py ke RX"*Y qui est qcx par rapport aux deux
variables. Appliquons ensuite ’opération de polarité par rapport a la seconde
variable ye Y et inversons ie signe pour obtenir a nouveau une fonction gcx-
gcv définie sur X' X Y’ que I'on notera k} et sera appelée polaire supérieure
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432 M. ATTEIA, A. ELQORTOBI

de k par rapport @ P. On obtient : k} =0 Py P, k c’est-a-dire
ki (x', y)=Inf{~Inf{k(x, y)/xeP(x")}/yeP(y)}=— Sup Inf k(x, y).

yeP(y) xeP(x)

(i) Appliquons maintenant 'opération de polarité par rapport a la seconde
variable yeY (aprés avoir inversé le signe). On obtient une fonction
P,0keR**Y qui est qcx par rapport aux deux variables. Appliquons ensuite
Iopération de polarité par rapport a la premiére variable xe X. On obtient
encore une fonction qcx-qcv définie sur X’ X ¥’ que I'on notera kp. et sera
appelée polaire inférieure de k par rapport ¢ P. On obtient : kp.= Py Py 0k
c’est-a-dire

kpe(x', y)= —Inf{—Inf{—k(x, y)/ye P(¥') }/xe P(x)}
=— Inf Sup k(x,y)

xeP(x’) yeP(y)

On a ainsi obtenu deux fonctions qcx-qevky et kp. de type S, dont la seule
différence dans leur expression est I'interversion des opérations Inf et Sup.
On a trivialement : V(x', y)e X' X Y kp. (x', Y )k (X', ¥).

DirFmiTioN 8 : L'application k* =Min (k%, k}) [resp. k,=Min(k 4., kp.)] est
appelée polaire projective supérieure (resp. inférieure) de k.

Remargque 3 : On a toujours P'inégalité k, S k*.

Au théoréme (2), a partir de deux fonctions, on a obtenu k, et kp par
polarité partielle. On peut recommencer cette construction mais en inversant
les roles de Y, et @p. A partir de @peSp (XX Y') et YpeSp (X' X Y) telles
que @p=Py. 0 Py\p et Yp=Py.0 Py @p, on posera mp=0 Py \sp et mp= Py @p.
On constate alors que mp=Fk% et mp=kp.. BEn effet mp=0P, P, k=k% car
VYp=Pyk et mp=Py P, 0k=kp. car 0,=P,0k (cf. théoréme 2). Ainsi les
éléments k¥ et kp. sont les éléments extrémes d'une classe. On notera M,
I’ensemble des fonctions gex-qev m définies sur X' X Y telles que mp < m< mp.
Comme les fonctions @, et , sont les mémes quelle que soit la fonction
qcx-qev que l'on prend dans la classe Kp, il en est de méme pour m et m.
Ainsi M, dépend en fait de K,. On dira que M, est la classe polaire de K,
et 'on notera M= K3}.

Pour me M, (m est donc de type Sp), on peut définir de la méme fagon
mE=0Py. Py.m et mp.= Py. Py.0m, et on notera M3 = K}* ensemble des
fonctions qcx-qev comprises entre m,. et m¥, d’ou le résultat suivant,

THEOREME 5 : Soient ke R**Y de type Sp et Kp la classe de k.
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On a alors K}*=K,. Plus précisément si k,= 'yx pk et kp=vy pk alors
Vme K% (Cest-a-dire vérifiant kp. <m<k}), on a : m=kp et mp.=kp.
Preyve : 11 suffit de prouver que
(kpoy*=kg*=kp et (k§),=kp*=kp.

Soient Yp= Py Yy, pk €t @p=Py 0By pk. On a alors Vp=Pyk, et Qp=Py0kp.
Comme

k=vx, pk=Yx,pYy,pk=Px PxYy pk=Px.Vp
et
EP=YY.Pk=Yy,PYx,pk=BPY'PYG'YX,Pk=ePY'(PPs

11 s’ensuit que Yp=Pyk et ¢p,=P;0k (cf. théoreme 2), d’ou kp.= P, ¢p et

(i) En posant mp=kp., On a :

mg=0Py. Py.mp=0Py.Py. Py9p=0Py @p=kp.
Si on pose rﬁp=k;, alors :
=QPy. Py.mp=0Py. Py.OPy\p,=0Py. 0p=kp.
Par conséquent Vm tel que mp<m=<mp:m}=k,.
(ii) mp, =Py Py.Omp=Py.Py.00 Py\p=Py.Up=kp. Enfin
Mp=Py Py.Omp = mp.=Py. Py.0Pxqp

=Py Vp=ky = VmimpSmSmpmp=kp. @

Application. Probléme quasi-convexe quasi-concave
Soient he R**Y une fonction qcx-qev et (i, v')e X' x Y’. Posons :

f(x)=Max[ Sup h(x, y), Sup h(x,y)]

yeA®) yeB(v')
et
g»=Min[ Inf h(x,y), Inf A(x, y)]
xe Au') x€Bu)
Prenons

@', v)=(0, 0):f (x)=Max [~ 00, Sup h(x, y)]=Sup A(x, y)

yeY yeY

vol. 25, n° 4, 1991



et
g(y)=Min[+ o, Inf h(x, y)]= Inf 2 (x, ).

xeX xeX

DerFiniTioN 9 ;@ Soit e RX¥*Y. Au triplet [A, X, Y] on associe les deux
problémes :

P a=Inf f(x) avec f(x)=Suph(x, y)
xeX yeVY

Q b=Supg(x) avec g(y)= In}f( h(x, y).
yeY xe

On conviendra d’appeler (P) le probléme primal et (Q) le probléme dual.

A partir de maintenant, P, représentera uniquement l'optration B, et
P(x) lensemble B(x). De méme, on écrira (k, S, @, ¥, ...) au lieu de
(kPasfin’WP’~")

THEOREME 6 : Soient les fonctions ¢, 1, k et k vérifiant les hypothéses du
théoréme (2). Alors toutes les fonctions qcx-gev k vérifiant k<k<k, ont les
mémes problémes primal et dual associés.

Preuve : Soit k arbitraire vérifiant k<k<k.On a:
S(xX)=Sup{k(x, y)/yeY}=P,0k(x, 0y).
En effet :
PyOk(x, 0y)=—Inf{~k(x, y)/ye P(0y)}.

Comme P(0,.)=7Y, il s’ensuit que f (x)= P, 0k (x, 0y.)= o (x, 0y.). De méme
0 Pyk(Ox., y)=Inf{k(x, y)/xeP(0y.)} Comme P(0y)=2X, il s’ensuit que
g(xX)=0Pxk(0y., y)=—Y 0y, y).

On constate que pour tout & vérifiant k<k<k, on a les mémes fonctions
fen g, donc les mémes problémes primal et dual. @

Dermurion 10: On dit que le triplet [h, X, Y] a une valeur v si 'on a
Pégalité suivante :
v=Sup Inf A(x, y)= Inf Sup h(x, y).

yeY xeX xeX ye¥Y

TuEOREME 7 : Soient ke R**Y de type S et K la classe de k. Le triplet
[k, X, Y] a une valeur v si et seulement st k,(0y., 0y )=k* (0., 0y.) ¢’est-d-dire
que toutes les fonctions me K* prennent la méme valeur en (0x., 0y )e X' x Y.
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Preuve : On a : k*=0 Py Pxk et k, =Py Py 0k, c’est-a-dire :

k,(0x., 0y)=—Inf{Sup {k(x, y)/ye Y}/xeP(0y)}
=—1Inf Supk(x, y)=—a

xeX yeY
k*(0x., 0y )=Inf{—Inf{k(x, y)/xeX}/yeP(0y)}
=—Sup Infk(x, y)=-b. @.

yeY xeX

Remarque 4 : On ne peut trouver de résultats pareils si on remplace Py
par Ay et Pensemble P(x) par 4(x) car A(0x)=A(0y)=.

DerFmNTION 11 : On dit que (X, y)e XX Y est un point de selle du triplet
[h, X, Y] si Pon a: h(x, y)Sh(x, W<h(x,y) Y(x, Y)eXx Y cest-a-dire :
Sup h(X, y)=h(x, y)=Inf h(x, }).
yeY xeX

THEOREME 8 : Soient keRX*Y de type S, 0=Px0keS(XxY') et
Y=PykeS(X'xY). Le couple (x, y)e XX Y est point de selle de [k, X, Y] si
et seulement si @ (x, Oy.)+ Y (0., y)=0.

Preuve. — D’apres la définition du point de selle, on a :

f()=Supk(x, ) =k(x, )= Inf k(x, ) =g ().

yeY xeX

g(N=0Pxk(0x, »)=—V(0x, »)
et
f)=PyBk(X, 0,)=¢ (X, 0y),

d’ou le résultat suivant : ¢ (X, 0y.)+ Y (04, 1)=0. @
De nombreux auteurs se sont intéressés a la recherche de conditions
suffisantes caractérisant les points de selle (¢f. [3], [5], [6), [7], - . -)-

4. SOUS-DIFFERENTIEL D’UNE FONCTION QCX-QCV

Soit keR**Y de type S. Pour chaque y fixé dans Y, la fonction :
x+—k(x, y) est qcx. On notera dyk(x, y) son sous-différentiel en x. Clest
une partie (éventuellement vide) de X’. De méme, pour chaque x fixé dans
X, la fonction : y+——k(x, y) est gcx. On notera dy k (x, y) son sous-différen-
tiel en y. C’est une partie (éventuellement vide) de Y.
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DerFNITION 12 @ Soit ke R¥*Y de type S.

L’ensemble 0k (x, y)=0xk(x, y) X dyk(x, y) est appelé le sous-différentiel
de k au point (x, y). C’est une partie éventuellement vide de X’ x Y".

THEOREME 9 : Soient keR**Y de type S, o=Py,0k et VY=Pyk.
(x's ¥ €Ok (x, y)= 0 (x, y)+ VY (x', y)=0 et (x', y)e P(x) X P(p).

Preuve : 11 suffit d’utiliser la définition (4). En effet :
x'€dyk(x,y) <= x'eP(x) et Pyk(x', y)+k(x, y)=0
yedyk(x,y) < yeP(y) et Py0k(x, y)+0k(x, y)=0.
kestdetype S = o¢eSAxY) et YeSX’'xXY).
Ainsi
(x', y)edk(x,y) = (x',)y)eP(x)xP(y)
et
PyOk(x, y)+Pyk(x', y)=0,
c’est-a-dire
(', y)edk(x,y) = (x',y)eP(x)xP(y)

et
@ (x, y)+ ¥ (x', y)=0. &)

Inversement supposons que
O, )Y, )=0 et (x,y)eP()xP(y).
Par définition,
— ¥ (x, ) =Inf {k(u, y)jueP()}.

Comme x'eP(x)=>xeP(x’) on  déduit Iinégalité  suivante :
V(x', y)+k(x, y)20.
De méme,

— ¢ (x, y)=Inf {~k(x, 0)ve P(y)}.
Comme y'€ P(y) =>ye P()'), on déduit I'inégalité suivante :

¢ (x, y)+0k(x, y)20.
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Et d’aprés (5), on déduit que :
V', )tk =0 et @(x,y)+8k(x, »)=0. @
THEOREME 10 : Soient ke R**Y de type S, K la classe de k et me M= K*.
Alors (X', y)edk(x, y)<(x, y)edm(x', y').
Preuve : Soit

meM.m<m<m=0m<0m=<0m = Py.O0m<P, 0m<P,.0m

(resp. Py. m< Py m< Py.m).
Comme

Py 0m=P, 00 P,y=Py, Pyy=y et  Py,.Om=P, 0Py o=\

(resp. Py.m=Py.8 Pyy=¢ et Pxy.m=Py. Px0=0),

on déduit que Py O0m=yeS(X' X Y) (resp. Px. m=¢eS(Xx Y")). Il suffit
d’appliquer le théoréme précédent et la définition (4) a m :

(', y)eok(x, y)
< @ Y)HY (X, »)=0 et (X, y)eP(x)xP(y)
< Pym(x, y)+Py.Om(x', »)=0 et (x,y)eP(x)xP()y).

Or

Py.m(x, y)+mx', y)+0m(x', y)+P,.0Om(x', y)
=Py.m(x, y)+Py.0m(x’, y)=0

et comme on a toujours

Py.m(x, y)+m(x', y)=0 et Om((x', y)+Py. Om(x', y)=0
on déduit que

Py m(x, y)+m(x', y)=0 et Om(x', y)+Py.Om(x', y)=0
ce qui est équivalent a (x, y)edm(x', y'). @
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