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UN ALGORITHME PARALLÈLE OPTIMAL POUR LA
RÉSOLUTION DUN SYSTÈME TRIANGULAIRE (*)

par M. MARRAKCHI (*)

Communiqué par Jacques CARLIER

Résumé. - On présente un algorithme parallèle optimal pour le graphe de précédence de type
2-pas à tâches de longueur constantes. Ce dernier est obtenu en segmentant l'algorithme séquentiel
résolvant un système linéaire triangulaire. Pour un problème de taille n et un nombre de processeurs
p inférieur à (n + 2)/4, nous montrons Voptimalité de l'algorithme parallèle construit.

Mots clés : Algorithmes parallèles, graphe 2-pas, résolution de système triangulaire, complexité.

Abstract. - We present in this paper an optimal parallel algorithmfor 2-steps graph with constant
tasks. This graph occures in the parallelisation oftriangular linear System resolution. For a problem
ofsize n and p processors lower then {n + 2)1 A, we show the optimality ofthis parallel algorithm.

Keywords: Parallel algorithms, 2-steps graph, triangular linear System resolution, complexity.

1. INTRODUCTION

La résolution d'un système triangulaire est une étape principale dans les
méthodes résolvant un système dense. La parallelisation de cet algorithme a
été étudiée par plusieurs auteurs [3, 7, 8]. Dans ce papier, nous présentons
la parallelisation de l'algorithme résolvant un système triangulaire. Pour
un problème de taille n et un nombre de processeurs égal à p où
0 < p < (n + 2)/4, nous construisons un algorithme parallèle optimal.
Nous subdivisons l'algorithme séquentiel en tâches élémentaires qui sont
ordonnées par une relation de précédence : la relation T <C T' signifie,
l'exécution de la tâche X' ne débute que si celle de la tâche T est terminée [1,
4, 5]. L'architecture sous laquelle nous programmons l'algorithme parallèle
est une architecture SIMD/MIMD à mémoire partagée. Pour plus de détails
du modèle théorique sur lequel nous programmons l'algorithme parallèle,
nous renvoyons le lecteur à [2].

(*) Reçu en février 1991.
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2. GRAPHE D'ORDONNANCEMENT

Étant donné le système triangulaire inférieur
Ax = 6, où A — (dij) 1 < i, j < n

une matrice carrée triangulaire de taille n non singulière et x, b deux
vecteurs de taille n. La décomposition en tâches est la suivante en supposant
initialement que chaque mémoire JC,- contient bi 1 < i < n :

Xi
Pour i : = 1 à n faire exécuter Tit,• : ( X{ : =

Pour j : - i + 1 à « faire exécuter 7), , - : < * , • : = xj - a^x, >.

La tâche 7^, correspond au calcul de JC,, tandis que la tâche Tjt i élimine
cette dernière de lay-ième équation. Les contraintes d'ordonnancement sont :

(A) Tiy i « Tj, i, i + 1 < j < n, 1 < i < n - 1

(B) Tj,i « r i ) i + i , 2 < j < n, 1 < t < j - 1.
La figure 1 présente l'allure du graphe d'ordonnancement qui est le graphe

2-pas dans le cas où n = 5 [2], Une unité de temps est définie comme le
temps mis pour effectuer soit une soustraction munie d'une multiplication
soit une division [9]. Le temps mis pour exécuter une tâche quelconque
est une unité de temps. Le temps séquentiel de l'algorithme étant alors
n (n + l)/2 unités de temps.

Notations. - 1. L {TkJ) = {TkjJ ; Tk+ltj ; Tk+2j ; - ; TnJ}.
2. L (TkJ ; Titj) = [TkJ ; Tk+1J ; Tk+2j ; - ; Tij] où i > k. Si

i < k, L (Tkj ; Titj) est vide.
3. D(Tktj) = {TktJ;Tk+ljj-uTk+2j-2;...}, c'est l'ensemble de toutes

les tâches Tûtb telles que a + b = k+jetb<j.
4 7") (T1, - ' T 1 \ /T 7 » . • HT-, • • T1, • • • T \ / ^ ' ^ o t

• •*-/ K^k^j j J-iijV) — i ^ f c , J » ^ f c + l , , ; — 1 » - 1 J b + 2 , j — 2 5 ••* 5 - ^ U j U j î C C o l

l'ensemble de toutes les tâches Ta, b telles que a + b = k + j = u + v,
v < b < j et k < a < M. Si k > u ou v > j , D (TkJ ; TUr v) est vide.

Exemple illustratif. - Dans le cas où n = 5, soient les ensembles suivants :
L (T2) i) = {T2> i ; T351 ; T^ i ; T§^ i} ; L (T3} 2) — {T^^ 2 ; Î4î 2 ; Tsj 2} ;
1,(^4,3) = {J4, 3 i J5,3J ; -^(J5,4j = {^5,4} 5

^ ^ 2 , l j = 1^2, 1 ƒ i ^ 1^3, 3J — 1^3,3 î ^4 ,2 î ^51 ƒ

Remarques :
1. Si la taille de la matrice est un entier pair, la tâche TH} \ du graphe est

un élément de D (T\ + „/2> w/2>, si non, elle appartient à D (T(\ + „y^ (i + ny£).
2. Soient D (Ttj) et D (TUr v), si i + j < u + v, D (TifJ) se situe (au sens

large) au-dessus de D (Tu> v).
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3. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME

Dans ce qui suit, nous décrivons l'algorithme parallèle construit pour
résoudre un système triangulaire inférieur. L'algorithme s'exécute en fait en
deux phases séquentielles. Notons m et s respectivement le plus petit et le
plus grand des deux entiers 2 p et i + p.

Phase (1) exécuter {Ti , i } ;

pour i : = 1 à 2 p — 1 faire

début exécuter h ( T ï + 1 ) l;Trrijï)UD ( T m + 1 , {_x ; T p + Ï ) p ) ; (a)

{Ti+lt ^+l}UL ( r m + i , i ; T2Pi i)UD ( T s + l j 2 p + î _ s _ i ) ; fin ; (b)

Dans cette phase, les processeurs exécutent les tâches des ensembles

Pour que chaque ligne (a) et (b) contiennent exactement p tâches, il
faut que les ensembles D (T2p+i^_i), (1 < i < 2 p - 1) se situent
au-dessus de la diagonale contenant Tn> j . Autrement dit, il faut que
2 p + 1 < n + 1 (1 < i < 2 p — 1). Alors, p doit vérifier la condition
0 < P ̂  (w + 2)/4. L'exécution du graphe commence à l'instant t - 0 par

11

T21 T31 T41 T5 1

|32 T 4 2 T 5 2

T33 I I

T55

Figure 1. - Graphe d'ordonnancement pour une matrice de taille 5x5.
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la tâche T\f i. Avec p processeurs, il est évident qu'il est possible d'exécuter
toutes les tâches de chaque ligne en parallèle en une seule unité de temps.
A l'instant 2 i - 1 (resp. 2 /), l'algorithme commence l'exécution de la ligne
(a) [resp. (è)] de la z-ième itération.

Phase (2) exécuter D (T2p+it 2 p - i ) ;

pour i : = 2 p à n-\ faire

début exécuter D (Tj+ l i ï) ; D (Ti+i) i + 1 ) ; fin ;

Dans cette phase, les processeurs exécutent les tâches des ensembles
D (T 2 | ,+ i f2p-i) , D ( T i + M ) et D ( T i + M + 1 ) avec 2 p < t < n - 1.
L'exécution de cette phase aura lieu juste après la fin de l'exécution de la
première phase, c'est-à-dire à l'instant 4p— 1. Pour définir l'ordre d'exécution
des tâches des ensembles .D(T2P+i,2p-i)> D(Ti+\7i)et D (Ti+i^+i) avec
2p ^ i < n— p-l, on introduit la contrainte supplémentaire (C) suivante [2] :

où la notation T <<Tf signifie que l'exécution de la tâche Tl ne peut
débuter avant celle de la tâche T (mais la simultanéité est possible). Plus
précisément, les processeurs exécutent les tâches dans l'ordre suivant :

p-l << Î2p+2,2p-2 <^ — <£

Si q processeurs se libèrent, F algorithme les affecte à l'exécution des q
tâches suivantes. Le lemme suivant calcule l'instant t^j où débute l'exécution
d'une tâche TkJ des ensembles D(T2p+i,2p-i), D(Ti+iyi) et D(Ti+i^i+i)
où 2 p < i < n — p — 1, ( [x\ ) est le plus grand entier inférieur ou égal à x).

LEMME :

l.Si

Tkj e U Z?(Ti+lfi),
2p<i<n/2

2. Si

' J 2p-l<i<»/2

£fc, 7 = 1 +
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L

ALGORITHME PARALLÈLE OPTIMAL 277

3. Si

n/2<i<n—p—l

| (n - 1)

'• L
A. Si

Tkje U D(Ti+hi+1),
n/2<i<n-p-l

t (n - 1) (n + 2) - 2 (n - if - 2 i - 2 fc - 2

**'= *+ [
Pour déterminer l'instant tkj où l'exécution d'une tâche débute, il suffit de

calculer N^j : c'est la somme du nombre de tâches exécutées dans la phase
(2) avant T^j (au sens strict) dans l'ordre imposé par (C) et du cardinal des
tâches exécutées dans la phase (1) privée de la tâche T\t\. On a alors :

tkJ = 1 +
P

Dans le cas où T^j appartient à l'ensemble

9 J i „^W+i.O Nsp- ^ D (Ti+hi+1)},
2 p<i<n/2 2 p-l<i<n/2

Nkj est égal à : fc + (i - 2) (i + 1) [resp. (i - 1) (i + 1) +k- 1], ce qui
prouve les expressions 1 et 2.

Pour déterminer Nkj d'une tâche T^j de l'ensemble

(li+i.i) [resp. ^ P(ZÏ+M+i)],
n/2<i<n—p—l n/2<i<n-p—l

on retranche du nombre total de tâches du graphe privé de la
tâche T\t i, /. e. (n - 1) (n + 2)/2, celui des tâches situées après la
tâche Tjcj y compris cette dernière dans l'ordre imposé par (C),
i. e., (n - l )2 + n - k + 1 [resp. (n - l)2 + i - k + 1]. Ce qui achève la
démonstration des expressions 3 et 4.

A la fin de l'exécution des tâches de D (T n _^ R „ p ) , les processeurs se
synchronisent et commencent l'exécution de la partie inférieure du graphe
bordée supérieurement (au sens strict) par D (Tn-P^n-P). On affecte à
chaque processeur une colonne des p dernières colonnes : le processeur Pj
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exécute la colonne n — p + j (1 < j < p) y compris la tâche diagonale
Tn-p+jtn-p+j. A l'instant,

tn-p+l,n-p — tUi n-2p + I — 2P
[

+ 1,
Jl'algorithme commence l'exécution des p tâches de D (Tn_p+i i7 l_p). Le

début de l'exécution d'une tâche T^j aura lieu à l'instant

tkj = tn-p+i^n-p + j - (2n - 2p - k + 1).
A l'instant,

•2p + l,

l'exécution du graphe se termine.
Pour mieux comprendre l'algorithme, nous présentons l'exemple suivant

avec n - 10 et p = 3. (i, j dans la colonne s signifie que la tâche Ttj
s'exécute par le processeur Ps) :

Phase (1)

Phase (2)

1

1,1

2,1

2,2

3,2

3,3

4,3

4,4

5,4

5,5

6,5

9,2

7,5

10,2

9,4

8,6
8,7

10,6

-

-

-

-

2

_

3,1

5,1

4,2

6,2

5,3

7,2

6,4

8,2

7,4

10,1

8,4

7,6

10,3

9,5
9,6
9,7

9,8

9,9

-

-

3

_

4,1

6,1

5,2

7,1

6,3

8,1

7,3

9,1

8,3

6,6

9,3

8,5

7,7

10,4
10,5
8,8

10,7

10,8

10,9

10,10

Instant où
l'exécution

débute

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14
15
16

17

18

19

20
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LEMME : L'algorithme exécute toutes les tâches du graphe 2-pas en
respectant les contraintes d'ordonnancement.

Il est clair que la phase (1) [resp. phase (2)] exécute les tâches de la partie
supérieure (resp. inférieure) du graphe bordée inférieurement (au sens large)
(resp. au sens strict) par {T2Pi2P} et D (T2p,2P-i). H est facile aussi de
vérifier que les contraintes d'ordonnancement sont respectées dans les deux
phases. Il suffit de comparer l'instant t^j où l'exécution de la tâche Tkj
commence avec tjj et.**,-j+i les instants de début d'exécution des tâches
TJJ e t T

4. OPTBMALITÉ

Dans cette section, on montre que l'algorithme construit est optimal.
Supposons qu'il existe un algorithme A* qui exécute le graphe 2-pas en un
temps T*p inférieur au temps Tp de l'algorithme A construit. A l'instant
<n-p+i,w-j> les p processeurs se situent sur la diagonale D (Tn-p+\^n^p)
pour l'algorithme A. Au même instant, les p processeurs se situent sur
ou au-dessous de D (Tn-p+i}n-p) pour l'algorithme .4*. En effet, si un
processeur est strictement au-dessus de la diagonale D (Tn_p+i ; n _ p ) , T* ne
sera pas inférieur à Tp. Effectuons la division euclidienne de Nn-p+\^n-p

par /?, on a Nn-p+iy n-p — qp + r avec 0 < r < p. Si r = 0, entre la fin de
l'exécution de la tâche T^ i et le début de l'exécution de D (Tn-p+i,n-p),
les processeurs sont tous actifs pour l'algorithme A. Ce qui entraîne que
pour r = 0, l'algorithme A s'exécute en temps minimal. Pour r vérifiant
0 < r < p, les processeurs, dans l'algorithme A, balaient le graphe 2-
pas, privé de la tâche T\y i, sans interuption jusqu'à la synchronisation des
processeurs à la fin de l'exécution de D (Tn-P,n-P). Donc on a p — r
processeurs libres après l'exécution des r dernières tâches de D (Tn^Py n-P)-
A l'instant t^-p+i, n-p, A* a exécuté au maximump-r tâches de plus que A
Ces tâches se situent obligatoirement sur ou en dessous de D (Tn-p+i^ n-p).
Il existe au moins une tâche Tkj de ce dernier ensemble dont l'exécution
n'est pas encore commencée. Ce qui entraîne que

T* > tn-p+\, n-p + 2 p = Tp

(2 p représente le temps minimal mis pour exécuter les tâches du chemin
séparant T^j de Tnffl, T^j et Tn>n comprises).
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THÉORÈME :

1. Le temps mis pour exécuter V algorithme construit est

2. // n'existe aucun algorithme parallèle exécutant le graphe 2-pas avec p
processeurs en un temps strictement inférieur a Tp.

5. CONCLUSION

L'algorithme parallèle présenté ci-dessus n'est exécutable que si 0 < p <
(n + 2)/4. Dans le cas général où n ctp vérifient (0 < p < n), on montrera,
dans un autre papier, qu'il existe un algorithme parallèle optimal pour le
graphe 2-pas où la longueur des tâches est constante.
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