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UN ALGORITHME PARALLELE OPTIMAL POUR LA
RESOLUTION D’UN SYSTEME TRIANGULAIRE (*)

par M. MARRAKCHI Q)

Communiqué par Jacques CARLIER

Résumé. — On présente un algorithme paralléle optimal pour le graphe de précédence de type
2-pas a téches de longueur constantes. Ce dernier est obtenu en segmentant I’ algorithme séquentiel
résolvant un systéme linéaire triangulaire. Pour un probléme de taille n et un nombre de processeurs
p inférieur a (n + 2)/4, nous montrons I’ optimalité de I’ algorithme paralléle construit.

Mots clés : Algorithmes paralleles, graphe 2-pas, résolution de systeme triangulaire, complexité.

Abstract. — We present in this paper an optimal parallel algorithm for 2-steps graph with constant
tasks. This graph occures in the parallelisation of triangular linear system resolution. For a problem
of size n and p processors lower then (n + 2)/4, we show the optimality of this parallel algorithm.

Keywords: Parallel algorithms, 2-steps graph, triangular linear system resolution, complexity.

1. INTRODUCTION

La résolution d’un systéme triangulaire est une étape principale dans les
méthodes résolvant un systéme dense. La parallélisation de cet algorithme a
été étudiée par plusieurs auteurs [3, 7, 8]. Dans ce papier, nous présentons
la parallélisation de I’algorithme résolvant un systéme triangulaire. Pour
un probléme de taille n et un nombre de processeurs égal & p ou
0 < p £ (n+ 2)/4, nous construisons un algorithme paralléle optimal.
Nous subdivisons 1’algorithme séquentiel en tiches élémentaires qui sont
ordonnées par une relation de précédence : la relation 7' < T signifie,
I’exécution de la tiche 7" ne débute que si celle de la tiche T est terminée [1,
4, 5). L’architecture sous laquelle nous programmons 1’algorithme parallele
est une architecture SIMD/MIMD 4 mémoire partagée. Pour plus de détails
du modele théorique sur lequel nous programmons 1’algorithme parallele,
nous renvoyons le lecteur a [2].

(*) Regu en février 1991.
() Département Informatique, Faculté des Sciences, Route de Soukra, km 4, 3038 Sfax, Tunisie.
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274 M. MARRAKCHI

2. GRAPHE D’ORDONNANCEMENT

Etant donné le systéme triangulaire inférieur
Az = b, o A = (a;5)1 < 4,5 < n
une matrice carrée triangulaire de taille » non singuliere et x, b deux
vecteurs de taille n. L.a décomposition en tiches est la suivante en supposant
initialement que chaque mémoire x; contient b, 1 < i < n:
Pour i: =1 2a n faire exécuter T, ; : <:1;Z = z—l>
Pour j: =i+ 1 2 n faire exécuter T;; : <x; :zixj_aqu >.

La tache T; ; correspond au calcul de x;, tandis que la tiche T} ; €limine
cette derniére de la j-ieme équation. Les contraintes d’ordonnancement sont :

AT <Tjii+1<j5j<n,1<i<n-1

B) Ty < Tjip1,2<j<n1<i<j—1

La figure 1 présente 1’allure du graphe d’ordonnancement qui est le graphe
2-pas dans le cas ou n =5 [2]. Une unité de temps est définie comme le
temps mis pour effectuer soit une soustraction munie d’une multiplication
soit une division [9]. Le temps mis pour exécuter une tiche quelconque
est une unité de temps. Le temps séquentiel de I’algorithme étant alors
n (n + 1)/2 unités de temps.

Notations. — 1. L (de') = {Tk’]’ 3 Tht1,5 5 Thg2,55 s Tn,]'}.

2. L(Tk’]‘ H Ti,]‘) = {TkJ ) Tk:+1,j 3 Tk+2,j§ eey Ti’j} ou ¢ > k. Si
it < k, L (Ty,;; T; ;) est vide.

3. D(Tk, ;) = {Tk,j; Tk+1, j—1; Tht2, j—2; ---}, c’est 'ensemble de toutes
les taches T, p telles que a + b=k +j et b <j.

4. D (Tk,j 5 Tu,v) = {Tk,j 5 Tht1,j-15 Tht2,j—25 5 Tu,v}, Cest
I’ensemble de toutes les tiches T, telles que a+b=k+j=u+v,
vEbs<jetk<as<u Sik>uouv>j D Ty, Tyy) estvide.

Exemple illustratif. — Dans le cas ou n = 5, soient les ensembles suivants :
L(Ty,1) ={T2,1; 15,1 Ta,15 T5,1}5 L(T3,2) = {T3,2; Ty, 2; Ts,2};
L(Ty,3) ={T4,3; T5,3}; L(T54) = {T5,4};

D(Ty,1) = {T2,1}; D(T5,3) ={T3,3; Ts,2; Ts1}

Remarques :

1. Si la taille de la matrice est un entier pair, la tiche T, ; du graphe est
un élément de D (T + n/2, n/2), S1 non, elle appartient a D (T(] +n)2, (1 + n)/2)-

2. Soient D (T} ;) et D (T, ), si i +j<u+v, D (T;;) se situe (au sens
large) au-dessus de D (T, ).
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ALGORITHME PARALLELE OPTIMAL 275

3. DESCRIPTION DE L’ALGORITHME

Dans ce qui suit, nous décrivons 1’algorithme paralléle construit pour
résoudre un systéme triangulaire inférieur. L’algorithme s’exécute en fait en
deux phases séquentielles. Notons m et s respectivement le plus petit et le
plus grand des deux entiers 2 p et i + p.

Phase (1) exécuter {17, 1} ;
pour : :=14a2p—1 faire
début exécuter L (T;11,i; T, ) YD (T, i—1;5 Tpti, p) (a)
{Tit1,i01}UL (Trmt1,i5 Top, i) UD (Tot1, 2 pti—s—1); fin ; ®)

Dans cette phase, les processeurs exécutent les tiches des ensembles
L(Tiv1,i; Top,i); D (Tapsr,i-1)s {T1,1} {Tig1,i+1} (1 <2< 2p—1).
Pour que chaque ligne (a) et (b) contiennent exactement p taches, il
faut que les ensembles D (Tpp41.i-1), (1 < ¢ < 2p — 1) se situent
au-dessus de la diagonale contenant T, ;. Autrement dit, il faut que
2p+1<n+1(1 <3< 2p—1). Alors, p doit vérifier la condition
0 <p < (n+2)/4. L’exécution du graphe commence 2 ’instant ¢ = O par

T
" u M “u N
121 LET: T41 Tsy
T22 -+ <l - 4
T32 T42 T52
T |
33 - S
T43 Ts3
!
Tag
Tsq
!
Tss

Figure 1. — Graphe d’ordonnancement pour une matrice de taille 5x5.
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276 M. MARRAKCHI

la tiche T 1. Avec p processeurs, il est évident qu’il est possible d’exécuter
toutes les tiches de chaque ligne en paralléle en une seule unité de temps.
A T’instant 22 — 1 (resp. 2 i), ’algorithme commence I’exécution de la ligne
(a) [resp. (b)] de la i-iéme itération.

Phase (2) exécuter D (Topi1,2p—1);
pour i : =2 p a n-1 faire

début exécuter D (T;41,:); D{(Tit1,i41); fin;

Dans cette phase, les processeurs exécutent les tdches des ensembles
D (Thp+1,2p-1)y D (Tiy1,i) et D (Tig1,i+1) avec 2p < @ < n — L.
L’exécution de cette phase aura lieu juste apres la fin de 1’exécution de la
premiere phase, c’est-a-dire a I’instant 4p— 1. Pour définir I’ordre d’exécution
des taches des ensembles D (T3 py1,2p—1), D (Ti41,i) et D (Ti41,i41) avec
2p < 7 < n—p—1, on introduit la contrainte supplémentaire (C) suivante [2] :

Ty << Tey,j—1
ol la notation T < < T' signifie que ’exécution de la tiche T’ ne peut
débuter avant celle de la tdche T (mais la simultanéité est possible). Plus
précisement, les processeurs exécutent les tiches dans 1’ordre suivant :
T2p+1,2p-1 << Topy2,2p-2 << . < Dopy1,2p < Topy2,2p-1
<< o S8 Ty j << Ty, j-1 << o < Tpn—p <<
<< Tn—l, n—2p+1 SS Tn, n—2p-
Si g processeurs se libérent, ’algorithme les affecte a 1’exécution des g
taches suivantes. Le lemme suivant calcule I’instant £ ; o débute I’exécution
d’une tiche Ty, ; des ensembles D (T p41,2 p—1), D (Ti41,:) et D(Tit1,i41)
ou2p<i<mn—p-—1, (|z]) est le plus grand entier inférieur ou égal a x).

LEMME :
1. Si
Ty, ; € 3 peicn/2 D (Tiya,:),
tk’j:1+[(z—2)(;+1)+kJ
2.S5i
T ; € v D (Ti41,i+1)
k,j 2 p—1<i<n/2 i+1,1+1))
tk,i=1+l(z_1)(121)+k_1J

Recherche opérationnelle/Operations Research
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3. 8i

Ty, € v D (Tiy1,:)

kv] n/2§z§n—p—1 3+1,Z )

-1 N -2(n—-i)-2n+2k—

tk,j=1+l(n )(n+2)=2(n—i)"~2n+2k ZJ
2p

4. Si

Tei € L pcicnopo1 O (Tit1,i+1),

Pour déterminer I’instant # ; ot I’exécution d’une tiche débute, il suffit de
calculer Ny ; : c’est la somme du nombre de tiches exécutées dans la phase
(2) avant T ; (au sens strict) dans 1’ordre imposé par (C) et du cardinal des
taches exécutées dans la phase (1) privée de la tiche T, . On a alors :

Nii
b, j =1+[ MJ
P

Dans le cas ou Ty ; appartient a 1’ensemble

U U
' D (Tiiq . . .
2 p<i<n/2 (Ti41,1) [resp 2 p1<i<n)2 D (Ti41,i+1))s

Ny jestégala: k+ (i—2)(i+1)[resp. (i —1) (s +1) +k — 1], ce qui
prouve les expressions 1 et 2.

Pour déterminer N ; d’une tiche T ; de ’ensemble

v U
DI(T: . ) ' '
wrcianpoy PT0e)  lesp. o D (T,

on retranche du nombre total de tiches du graphe privé de 1la
tdche Ty 1, i.e. (n—1)(n+2)/2, celui des thches situées apres la
tiche Ty ; y compris cette derniere dans l’ordre imposé par (C),
ie, (n—1)2%+n—k+1[resp.(n—1)24+4—k+1]. Ce qui achéve la
démonstration des expressions 3 et 4.

A la fin de I’exécution des taches de D (T,,—p n—p), les processeurs se
synchronisent et commencent 1I’exécution de la partie inférieure du graphe
bordée supérieurement (au sens strict) par D (T,—p n—p). On affecte a
chaque processeur une colonne des p dernieres colonnes : le processeur P;
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278 M. MARRAKCHI

exécute la colonne n — p + 5 (1 < 57 < p) y compris la tiche diagonale
Th—p+j,n—p+j- A l'instant,

n—1)(n+2)-2p* -2
th—p+1,n—p =tp n—2p+1= [( ) ( ) P

2p
I’algorithme commence I’exécution des p tiches de D (Tp—p+1,n-p)- Le
début de I'exécution d’une tiche Ty, ; aura lieu a I’instant

J o

tk,j = tp—p+1,n—p +J - (2n -2p -k + 1)'
A Tinstant,
(n—1)(n+2)—-2p? -2
2p

tn,n‘f‘l:[

I’exécution du graphe se termine.

J+2p+1,

Pour mieux comprendre 1’algorithme, nous présentons I’exemple suivant
avec n=10 et p=3. (i, j dans la colonne s signifie que la tache T; ;
s’exécute par le processeur Py) :

Instant ou
1 2 3 I’exécution
débute

1,1 - - 0.
2,1 3,1 4,1 1
2,2 5,1 6,1 2
32 42 52 3
33 6,2 7,1 4
Phase (1) .......... 43 53 63 5
44 72 8,1 6
54 6,4 7,3 7
5,5 8,2 9,1 8
6,5 7.4 83 9
9,2 10,1 6,6 10
7,5 8,4 9,3 11
10,2 7,6 85 12
94 10,3 7,7 13
8,6 9,5 10,4 14
Phase 2) .......... 8,7 9,6 10,5 15
10,6 9,7 8,8 16
- 9,8 10,7 17
- 9,9 10,8 18
- - 10,9 19
- - 10,10 20

Recherche opérationnelle/Operations Research
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LemME : L’algorithme exécute toutes les tdches du graphe 2-pas en
respectant les contraintes d ordonnancement.

Il est clair que la phase (1) [resp. phase (2)] exécute les taches de la partie
supérieure (resp. inférieure) du graphe bordée inférieurement (au sens large)
(resp. au sens strict) par {T2p 2p} et D (Top, 2p—1). 1l est facile aussi de
vérifier que les contraintes d’ordonnancement sont respectées dans les deux
phases. Il suffit de comparer l'instant # ; ou I’exécution de la tiche Ty ;
commence avec fj, j et tx; ;11 les instants de début d’exécution des tiches
Tj,j et Ti,j41-

4. OPTIMALITE

Dans cette section, on montre que I’algorithme construit est optimal.
Supposons qu’il existe un algorithme A* qui exécute le graphe 2-pas en un
temps 7%, inférieur au temps T, de 1’algorithme A construit. A 1’instant
tn—p+1,n—p les p processeurs se situent sur la diagonale D (T5,—p+1,n—p)
pour I’algorithme .A. Au méme instant, les p processeurs se situent sur
ou au-dessous de D (T,—pt1,n—p) pour I'algorithme A*. En effet, si un
processeur est strictement au-dessus de la diagonale D (Ty—p+1,n—p), Ty D€
sera pas inférieur a T),. Effectuons la division euclidienne de Ny,_py1 n—p
par p,ona Ny_pi1 n—p =gqp+7 avec 0 <r < p. Sir =0, entre la fin de
I’exécution de la tache Ty, ; et le début de Vexécution de D (Tr—pt1,n—p),
les processeurs sont tous actifs pour 1’algorithme A. Ce qui entraine que
pour r =0, l’algorithme A s’exécute en temps minimal. Pour r vérifiant
0 < r < p, les processeurs, dans I’algorithme .4, balaient le graphe 2-
pas, privé de la tiche T4, ;, sans interuption jusqu’a la synchronisation des
processeurs a la fin de I’exécution de D (T),_p, n—p). Donc on a p —r
processeurs libres apres 1’exécution des r derniéres tAches de D (Tnab, n—p)-
ATinstant t,_p41, n—p, A* a exécuté au maximum p—r tiches de plus que A.
Ces tiches se situent obligatoirement sur ou en dessous de D (T, —p41,n—p)-
Il existe au moins une tiche T} ; de ce dernier ensemble dont 1’exécution
n’est pas encore commencée. Ce qui entraine que

T; > tn—p+1,n—p + 2p = Tp

(2 p représente le temps minimal mis pour exécuter les tdches du chemin
séparant Ty ; de Ty ,, Ty, ; et Ty, , comprises).
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280 M. MARRAKCHI

THEOREME :
1. Le temps mis pour exécuter I’ algorithme construit est :
\.(n— 1) (n+2)—2p* -2
T, =
2p

2. Il w’ existe aucun algorithme paralléle exécutant le graphe 2-pas avec p
processeurs en un temps strictement inférieur a T,.

J+2p+1

5. CONCLUSION

L’algorithme parallele présenté ci-dessus n’est exécutable que si 0 < p <
(n+2)/4. Dans le cas général ol n et p vérifient (0 < p < n), on montrera,
dans un autre papier, qu’il existe un algorithme parall¢le optimal pour le
graphe 2-pas ou la longueur des tiches est constante.
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