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DISTANCE A CENTRE ADDITIVE (*)

par F. Benmer (1), A. Qannarr (1) et E. M. Qannari (%)

Résumé. — Pour nous permettre une représentation euclidienne d’une dissimilarité, nous
proposons de la perturber par l'addition d’une distance a centre. Cette technique constitue une
extension de la méthode dite méthode de la constante additive et les solutions que nous proposons
semblent plus pertinentes. Pour la résolution du probléme, nous développons la forme de Torgerson
associée a la distance perturbée et nous étudions des conditions pour que cette forme soit semi
définie positive.

Mots clés : Dissimilarité, distance euclidienne, distance a centre, forme de Torgerson.

Abstract. — In order 1o find a geometric representation of a non Euclidian matrix of dissimilarity,
we study a perturbation of such dissimilarities by addition of a specific distance: the star distance.
This technique extends the so-called “additive constant method”. In a first step, we develop the

Torgerson form associated with the perturbed matrix and, in a second step, we give conditions that
ensure this form to be positive semi-definite.

Keywords: Dissimilarity, Euclidean distance, star distance, Torgerson form.

INTRODUCTION

11 arrive que les données observées se présentent directement sous forme
d’un tableau de dissimilarités entre un ensemble d’individus. C’est le cas
des distances génétiques entre especes. C’est aussi le cas, en évaluation
sensorielle de produits alimentaires, lorsque les juges donnent directement
des proximités entre des produits au lieu de les évaluer individuellement.
Dans d’autres cas de figures, il peut s’avérer plus pertinent de transformer
un tableau de données en un tableau de dissimilarités car ceci procure plus
de souplesse pour mettre en relief des aspects qui intéressent directement
I'utilisateur. Les méthodes de représentations graphiques des tableaux
de dissimilarités sont utiles car elles donnent un apergu des positions
relatives des individus. Cependant, lorsque la dissimilarité étudiée n’est
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pas euclidienne, I’utilisateur doit préalablement 1’approcher par une distance
euclidienne.

Soit D une mesure de dissimilarité (Dy; = 0; Dj; = Dj; > 0) sur
un ensemble d’items indexés par I = {1, 2, ..., n}. En positionnement
multidimensionnel, I'un des problémes est de trouver une représentation
euclidienne de D.

Une mesure de dissimilarité, D, admet une représentation exacte s’il existe
n points My, Ma, ..., M, d’un espace euclidien, E, tels que :

Dl] = “Mz M]” pour tout Couple (Za .7) deIZ

ot || - || est une norme euclidienne sur E. Une telle représentation est
possible si, et seulement si la forme de Torgerson, W (D), associée a D est
semi définie positive (sdp) (Shoenberg, 1937). Cette forme s’exprime :

1

W (D) = —% (1~%11t11> D*D (I— 51It1f)

ou :
* désigne le produit matriciel d’Hadamard (produit terme & terme);
I la matrice identité d’ordre n;
et 17 le vecteur de R™ dont toutes les composantes sont égales a 1.

Lorsque D n’est pas euclidienne, plusieurs stratégies visant & proposer
des représentations euclidiennes approchées sont é&tudiées. Pour un
développement de ces méthodes, nous renvoyons a De Leeuw (1982) et
Beninel (1987).

La stratégie de la constante additive (Lingoes, 1971 ; Caillez, 1983) consiste
a approcher D par une distance euclidienne A définie par :

A sit=73
Y7 |y/D¥ +c sinon
Un choix optimal de la valeur ¢ est donné par ¢ = —2 Ay, ; olt Ay, désigne

la plus petite valeur propre de W (D). Remarquons que ¢ est une quantité
positive car A, est une valeur négative en tant que derniére valeur propre
de la matrice W (D) qui n’est pas sdp.

Il nous semble que la stratégie de la constante additive est relativement
contraignante car elle perturbe toutes les distances de la méme maniére.
Comme nous le verrons dans l’exemple du paragraphe suivant, les
dissimilarités initiales peuvent &tre structurées de telle sorte que des
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perturbations non uniformes conduisent & une meilleure solution. C’est ce
que nous proposons par ’addition d’une distance a centre.

1. EXEMPLE

L’illustration de ce travail se fera sur la base de I’exemple ci-apres tiré
de Gower (1986). ’

Soit un ensemble de quatre items : A, B, C, E. Le tableau D, ci-apres,
fournit une dissimilarité sur cet ensemble :

A B C E

0 A

1 0 B
D_'l 1 0 c

0.5 05 05 0.5 E

Nous pouvons imaginer A, B, C comme étant les sommets d’un triangle
équilatéral de c6té égal a 1; le point E est a égale distance des trois sommets
A, B, C. Le positionnement du point E n’est pas possible en géométrie
euclidienne (voir figure ci-aprés). En effet, un point équidistant de A, B, C
se situerait & une distance au moins égale 2 -\’g—§ de chacun des points.

e N

La forme de Torgerson, W (D), associé & D est donné par :

21 —11 -11 1
1{-11 21 -11 1
W(D)_éZ 11 —-11 21 1

11 1 -3
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et admet pour valeur propres :

1 1
>\1=)\2=§, A3 =0, >\4=—E

La distance euclidienne, A, qui approche la dissimilarit¢ D selon la
méthode de la constante additive est donnée par :

sit=]
v 2 4 2| = /D% + 2+ si
Dj; +2|\s| = ij+§ sinon

Le cofiit de I’approximation de D par A peut étre évalué par :
3
K(D,A)=Y "> (A} -D}) = 3
i

Il apparait intuitivement que nous pouvons trouver une perturbation de
moindre coiit en changeant uniquement les distances du point £ aux autres
points. Par exemple, la distance euclidienne donnée par :

A'(A, B)=A (4, C)=A"(B, C)=1

2
1 1 V3
"(A =A' E)=A’ = = =
N =xE B =80 =(3) + =%
est de moindre coft :
, 1
K(D,A")=-.
2
2. DISTANCE A CENTRE ADDITIVE
2.1. Distance a centre
Soit z1, z2, ..., xn, des réels positifs, la dissimilarit¢ définie sur

I’ensemble, I, des items par :

i = 0 sit=j]
“ 7 |zi+z; sinon
est une distance dite a centre.

Les propriétés et les représentations d’une telle distance sont étudiées dans
Lecalvé (1990).
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DISTANCE A CENTRE ADDITIVE 361

La perturbation par une distance a centre additive consiste a substituer 2
une dissimilarité non euclidienne, D, une dissimilarité, A, définie par :

A?j = Dzzj + (1 — 5ij) Cij

ol 6% est le symbole de Kronecker et ¢;; est 1’élément générique d’une
distance a centre. Ceci peut encore s’écrire :

Y D?j + z; +x; sinon

N

Le colt associé a une telle perturbation, et que nous nous attacherons 2
minimiser par la suite, est donné par :

K(D,A)=3 Y (a4 -DY)=20-1) Y s,
[

Remarquons que lorsque nous imposons a toutes les valeurs z;
(=1, 2, ..., n) d’étre égales, nous nous ramenons au cas de la constante
additive.

2.2. Formes de Torgerson

Nous proposons d’expliciter la forme de Torgerson, W (A), associée a A
en fonction de la forme de Torgerson, W (D), associée a D :

o 1
Vi) el W(A) = 5 (A7 + A% - A% - AY)
Plus précisément :

1 — 1«
Af = ;EA?IC =D} + ;Z(-’Ei‘*‘“"k)
k=1 " k=1

ki

» R
En désignant par T = — E Tk, il s’ensuit :
n
k=1

Con—2
A} =D? + T+

Z;
Pour des raisons de symétrie, nous avons :

n—2

1 n
2 E: 2 _p2 .= )
A.]’_“ Ak]- D_j+37+ T
™ =1
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La quantité¢ A2 est donnée par :

1 — 2n —2
A?’_:T—LZA%:D%L g
k=1

n
En définitive, nous avons :

W (D)i; + % + g—rlnn_z z; sit=3j
W (D) + % B ki) R iy

n

W (A)ij =

ou encore sous forme matricielle :

1
W (A) = W(D)+%EII‘1I+AB
n
ou B est la matrice définie par :

B — (n—2)z; sii=j
U (i +zj) sl

2.3. Remarque

Il est facile d’établir que 1/ est vecteur propre de la matrice B associé
a la valeur propre (— Z m,) Ceci permet de vérifier que 11 est vecteur

propre de W (A) associé 2 la valeur propre nulle (propriété valable pour
toutes les formes de Torgerson).

3. PROPRIETES DE W (A)

Afin de permettre une représentation euclidienne des items sur la base
de A, nous proposons de chercher des valeurs z1, z2, ..., Z, telles que la
matrice W (A) soit semi-définie positive (sdp).

3.1. Remarques

En vertu de la remarque (section 2.3), W (A) est sdp si, et seulement si
pour tout vecteur, V7, orthogonal 4 1/, nous avons :

‘MW (AW > 0.

En effet, considérant un vecteur V' de R™, nous pouvons écrire
V=Vi+all ot a est un réel et V7 est un vecteur orthogonal a 11.
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Il s’ensuit par conséquent que :

WWA)V = WAIV+a? 1IW(A) 1T +2a Vi W(A)1]
="MW (AW

Par la suite, nous désignerons par E I’espace vectoriel des vecteurs
orthogonaux a 117.

3.2. Propriété

Soit X la matrice diagonale dont le i-iéme élément de la diagonale est
égal a z; (1 =1, 2, ..., n). Une condition nécessaire et suffisante pour que
W (A) soit sdp est que W (D) + X soit sdp sur E.

En effet, d’aprés la remarque 3.1 W (A) est sdp si, et seulement si
'V W (A)V > 0 pour tout vecteur, V, orthogonal a 1I. En désignant par

v; (1 =1, ..., n) la i-i®me composante du vecteur V, nous nous proposons
de développer 'V W (A) V.

VW (A)V = tVW(D)V+ Leztvirrvel tVBV

= tVW(D)V-}-- zBuv +EZUZBU,UJ

=1 =1
J#

n

:tVW(.D)V—’r% Z(n_2)xzv —ZZ'U: $1+x])v3

=1 =1 i=1
E

thW(D)V+— znx,v —222’,1} —222@1},%

=1 =1
J#i

tVW(D)V+Zx1v —ZZZx,vzv]

=1 j3=1

tVW(D)V+zm,?
=1

n
car Z vj = 0 du fait de ’orthogonalité des vecteurs 11 et V.
j=1
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A partir de cette propriété, nous nous proposons de chercher des éléments
(zi) 6 =1,2,...,n) de sorte que (W (D) + X) soit sdp sur E. Parmi
les solutions admissibles, nous retenons une solution pour laquelie le
est minimal (colit minimal).

4. SOLUTION DU PROBLEME

Notons (V;); € J (J = {1,2,...,n — 1}) une base de E formée de
vecteurs propres de W (D). Posons :

J+ = {j € J tels que 'V; W (D) V; > 0};
J_ = {j € J tels que 'V; W (D) V; < 0}.

4.1. Proposition

Des conditions suffisantes pour que W (D)+ X soit sdp sont données par :
AVjeJ :WV;(W(D)+X)V; >0et
M VGE j)edxJyi#): WV; XV, =0.
En effet, soit V' un vecteur quelconque de E. Nous pouvons 1’écrire sous
la forme :
V= Zaj Vj, ot a; (j € J) sont des réels.
Jj€J

11 vient :

tV(W(D)+X)V
=N Vi+ D e Vi) WD)+ X) (Y o Vi+ Y. V)

JjEJ4 JEJ_ JjEJ4+ jeJ_
=" Vi) (W(D)+X) () o V5)
JEJT, JEJ+
+1O G V) WD)+ X) (Y o V)
JEJ- JjEJ_
+24(> V) WD)+ X) (D o V).
JEJ 4 JeJ_

Recherche opérationnelle/Operations Research



DISTANCE A CENTRE ADDITIVE 365
Soit

A=Y o V) (WD) +X) (Y o V)

JEJ 4 JjeJ 4
=Y AV,WD)V;+ () o Vi) X (D o5 V).
JEJL JjEJ 4 JEJ4

La quantit¢ A est donc positive en tant que somme de deux termes
positifs. Soit :

B=*Y aVy))(W(D)+X)(D V)
JjeJ- JEJ-
= Z aJZ- 'V, (W (D)+ X)V; (d'aprés la condition (ii)).
JjeEJ_

11 apparait, donc, que cette quantité est positive en vertu de la condition (i).
Soit enfin :

C=3 s V)W (D)+X) (3 o5 V)

JEJ_ JEJ4
C est nul car les vecteurs V; (j € J4) et Vi, (k € J_) sont des vecteurs
propres (orthogonaux) de W (D) et du fait de la condition (ii).

La solution que nous proposons consiste, donc, en la résolution du
programme linéaire suivant :

Miani (colit minimum)
2

sous les contraintes :

OVjed_ - V;WD)+X)V; >0

V@, j)eTxJoet j#i:V;XV; =0

)veiedJ : z;, 20

Il s’agit d’un programme linéaire classique dont la solution est donnée
par la méthode du simplexe.

4.2. Remarque

Les conditions (i) et (ii) sont vérifiées lorsque nous prenons z; = ¢
(i=1,2,...,n); avec ¢ > —Ap, A\p, étant la plus petite valeur propre
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(négative) de W (D). La solution de la constante additive garantit I’existence
d’une solution et apparait, donc, comme un cas particulier de la perturbation

N

par une distance a centre.

4.3. Application

Nous avons vu pour I’exemple discuté au paragraphe 1 que les valeurs
propres de W (D) sont :

1

Al =X = ~16

1
- A3 =0 A=
2’ 3 ) 4

Des vecteurs propres associés a Aj, Az et A4 sont donnés respectivement
par :

| 1] 1 1

-1 1 1

vi=|, o=\, Va=|,
0 0 -3

En explicitant les conditions de la proposition 5.1, nous sommes conduits
au programme linéaire suivant :

T1 + 2 + T3 + x4 minimum
sous les contraintes :

z;>0(=1,2,3,4)
12

—-E+5L‘1+$2+I3+9m420

1 —x22 =0
r1+x93—223=0

Une solution de ce probleme est donnée par

1 =220 =23=0

w—i
1T 12

Le coiit associé a cette solution a été calculé au paragraphe 1.

Recherche opérationnelle/Operations Research



DISTANCE A CENTRE ADDITIVE 367
5. STABILITE DE LA PREORDONNANCE

Rappelons que deux indices de dissimilarité D et A sur un méme ensemble
I ont une méme préordonnance si, et seulement si :

V (4, 4, k, 1) € I*(Dij — Dig) (Aij — Agg) > 0 (i)
La solution préconisée en 4.1 ne tient pas compte a priori de la
préordonnance.

Nous pouvons, cependant, rajouter des contraintes supplémentaires visant
a munir A de la méme préordonnance que D. Ces contraintes s’écrivent :

(Dlzcl —Df])(:cz—i-x] - Tk _xl) < (Dlzj —Dlzcl)zv(iv j7 k, l) €I4

En effet :
du fait que : (ij ~ D2)) = (Dij — Dy1) (Dij + Dy) et que (Dij + Dyg)
est positif, nous avons : (A;; — Ag) (Dij — Dyy) est de méme signe que
(Azzj - &%) (Dizj - Dfy).

(A?j - A2) (Df“] — D2)) sécrit :

(A% — AY) (D} — DY) = (D — D}y) (D} — Dy + =i + 35 — 7 — m7)
= (D} — D}))* + (D% — Dy) (wi + 7 — o — m1)

Soit par conséquent :
A et D ont une méme préordonnance si, et seulement si :

(D} — D) (mi + 3 — xx — 1) < (D} — D)2V (i, 5, k, 1) € I*

A cause des propriétés de symétrie des dissimilarité et de la transitivité de
la préordonnance, beaucoup de contraintes sont redondantes.

Il est aisé de vérifier que le nombre de contraintes du type (iiii) se rameéne
a ((n+1)(n—2)/2). Le programme s’écrit alors :

K (A, D)= in minimum;

sous les contraintes :
OVjeJ- 'WV;(WD)+X)V; >0
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VG j)eJxJo WXV, =0
(i) Vi € J z; >0
(iiii) (D}, — D}) (zi + zj — z, — 1) < (D} — D)*V (i, 4, k, ) € I,
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